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RESUM 
 
 
Hi ha molts fenòmens naturals (com ara degradació de contaminants, processos de dissolució-
precipitació de minerals, etc.) que requereixen transport reactiu per la seva modelització. 
Aquesta modelització sol ser un problema complicat per la dificultat de trobar-ne un mètode 
universal. La formulació euleriana acostuma a aportar mètodes precisos, ja que donen 
convergència de segon ordre, però requereix complir condicions d’estabilitats que en 
restringeixen els casos aplicables. Una de les alternatives per resoldre aquestes limitacions, és la 
utilització de mètodes mixtes eulerians-lagrangians, tot i que sovint provoquen una certa 
dispersió fictícia anomenada dispersió numèrica. Aquest és un inconvenient especialment greu 
quan el transport s’acobla a reaccions químiques, sobretot quan es diu que aquestes reaccions 
són “ràpides”, ja que aleshores la velocitat de les reaccions són proporcionals a la dispersió. En 
aquest treball es proposa un mètode mixt eulerià-lagrangià sense dispersió numèrica per la 
resolució de transport reactiu. El mètode es basa en la construcció d’una malla orientada segons 
les línies de flux i en la que el temps de trànsit entre celes successives sigui el mateix, 
anomenades malles isocròniques. El mètode proposat es compara amb dos mètodes existents 
que també han sigut programats en el marc d’aquest treball: el tradicional de Galerkin i un altre 
mètode mixt. Per la seva avaluació s’han comparat en dos casos diferents. En el primer cas es 
resol una injecció puntual d’un solut en un medi amb velocitat uniforme, on la solució analítica 
és coneguda. El segon cas considera una fractura inclinada respecte el gradient hidràulic del 
medi. Els resultats confirmen que el mètode proposat és superior als dos existents en casos on 
les dispersivitats són mitjanes i baixes, tot i que s’ha observat la necessitat de refinaments 
addicionals en casos on el flux és molt heterogeni. Cal destacar que com ha conseqüència 
d’aquest treball s’ha obtingut un nou mètode de transport reactiu. 
 
 
 
 
SUMMARY 
 
 
There are many natural phenomena (such as degradation of pollutants, precipitation-dissolution 
processes of minerals, etc.) where reactive transport is required to modeling. This modeling use 
to be a complicated problem by the difficulty of finding a universal method. The formulation 
eulerian use to provide accurate methods, since they give second order convergence, but 
requires stabilities conditions which restrict the applicable cases. One of the alternatives to solve 
these limitations is use mixed eulerians-Lagrangian methods, though they often cause some 
additional fictitious dispersion so-called numerical dispersion. This is a serious problem when 
the transport is coupled to chemical reactions, especially when these reactions are "fast", since 
then the reaction rate are proportional to the dispersion. This paper proposes a mixed Eulerian-
lagrangià method without numerical dispersion for solving reactive transport. The method is 
based on the construction of a streamline oriented grid and the transit time between successive 
cells is the remains constant. These are called isocronic mesh. The proposed method has been 
  
compared with two existing methods which have also been scheduled as part of this work: the 
traditional Galerkin method and another mixed method. For the evaluation of the methods two 
cases have been used. On the first case a solute timely injection is resolved in a medium with 
uniform velocity. The analytical solution of this case is known. The second case considers a 
fracture inclined comparing to the water gradient. The results confirm that the proposed method 
is superior to the two existing cases where dispersivities are medium and low, although the 
method need an additional refinements in mediums with great heterogeneous. In addition, a new 
reactive transport method has been obtained. 
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1. INTRODUCCIÓ 
 
1.1. MOTIVACIÓ 
 
L’estudi dels processos  geoquímics  (com  ara precipitació o dissolució...) que  succeeixen    en 
medis permeables és  important en molts àmbits de  l’enginyeria, des de  la neteja d’aqüífers 
contaminats  i  d’altres  problemes  geoambientals,  fins  al  segrest  de  CO2. Modelitzar  aquest 
tipus de casos i els seus canvis a les propietats de la roca tal com la porositat i la permeabilitat  
requereix fer servir mètodes molt acurats. 
És  conegut  que  per  modelar  els  processos  geoquímics  s’han  de  saber  quins  canvis  es 
produeixen  en  els  components  dissolts  en  el  fluid  que  circula  pel  terreny.  Aquests  canvis 
poden ser deguts al transport del solut o a reaccions químiques. El transport es pot donar pel 
fenomen  de  la  advecció  (que  és  el moviment  del  solut  arrossegat  pel  flux  del  fluid),  a  la 
dispersió  (augment de  la zona ocupada pel solut causada per  la heterogeneïtat del camp de 
velocitats respecte la seva mitja) o a la difusió (que és un fenomen anàleg a la dispersió, però 
és degut al moviment Brownià aleatori de  les partícules). La dispersió  i  la difusió són  les que 
controlen la barreja dels components, que en alguns casos provoquen reaccions químiques. La 
velocitat de reacció (reaction rate) en transport reactiu es defineix com el nombre de mols de 
reactiu que es transforma en producte.  
És important notar que la velocitat de la reacció pot estar controlada per la velocitat a la que 
arriben els reactius (mixing rate) o per la velocitat a la que reaccionen els reactius un cop estan 
al punt de mescla (rate law). Les velocitats es diuen lentes quan el factor que limita la velocitat 
de  reacció  es  de  tipus  cinètic  (rate  law).  Es  diuen  reaccions  ràpides  quan  el  rate  law  és 
pràcticament despreciable  (arriba  a equilibri pràcticament  al  instant) degut  a que  el mixing 
rate  és  varis  ordres  de magnitud més  gran.  Per  tant  la  barreja  pot  limitar  i  condicionar  la 
velocitat de la reacció que es pugui produir. 
Així doncs, quan es modelitza el transport reactiu és important que el mètode reflecteix bé la 
barreja dels soluts especialment en casos de reaccions ràpides. Això implica evitar o minimitzar 
errors  numèrics,  com  ara  la  dispersió  artificial,  també  anomenada,  dispersió  numèrica, 
produint inestabilitats o suavitzant fronts abruptes (figura 1.1).  
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a)     b)    
Figura 1.1: Efectes de la dispersió numèrica: a) oscil∙lacions, i b) suavització de fronts  [18] 
 
Totes dues poden afectar negativament el transport reactiu. Les Oscil∙lacions numèriques (Fig. 
1.1a)  no  són  acceptables  perquè  produeixen    concentracions  negatives  que  impedeixen  el 
càlcul  dels  processos  reactius  o  donen  càlculs  químics  impossibles.  La  suavització  de  fronts 
abruptes  (Fig. 1b) porta a una sobreestimació de  l'escala  local dels processos de mescla. Per 
tant, la dispersió numèrica addicional també s’ha de minimitzar.  
 
 
 
 
1.2. ANTECEDENTS 
 
Existeixen molts mètodes  per  a modelitzar  el  transport  reactiu,  que  serveixen  per  després 
predir els processos geoquímics que es produirien a  la  roca. El problema de  la majoria dels 
mètodes és que generen una certa dispersió numèrica. 
Els mètodes per resoldre l’equació de transport es poden dividir en tres grans grups: Eulerians, 
Lagrangians i mixtes. 
Els mètodes eulerians es basen en  la discretització d'una xarxa fixa. Existeixen dos condicions 
d’estabilitat,  que  veurem  en  el  capítol  2,  per  aquests mètodes:  Peclet  i  Courant. Quan  es 
compleixen  aquestes  condicions,  els mètodes  eulerians  són  correctes.  El  problema  és  que 
aquestes  condicions  són massa  restrictives  quan  la  dispersió  és  petita.  Per  tal  de  resoldre 
aquests problemes, cal augmentar  l’orde de precisió de  l'espai  (refinar  la malla), el  temps o 
ambdues. Tot  i que aquests mètodes provoquen oscil∙lacions quan s'aplica als problemes de 
transport dominat per advecció. Alguns dels mètodes eulerians més bàsics són elements finits, 
diferències finites o volums finits. 
 
Els  mètodes  de  Lagrange  es  basen  en  la  solució  de  l'equació  de  transport  en  una  xarxa 
deformable, que es defineix en coordenades fixes, o en una xarxa fixa que es defineix més d'un 
sistema  de  coordenades  deformable. Aquests models  tenen  diverses  limitacions.  En  primer 
lloc, el cost computacional és molt alt a causa de  la necessitat de redefinir contínuament  les 
posicions dels nodes. En segon lloc, un camp de velocitat heterogeni poden donar lloc a xarxes 
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molt  deformades,  que  porta  també  a  la  falta  de  precisió.  Alguns  exemples  de  mètodes 
Lagrangians són el mètode de les trajectòries i el mètode de les trajectòries aleatòries. 
 
Els mètodes mixtes es basen en la solució de l'equació de transport en una xarxa fixa, com en 
els mètodes eulerians, però  intentant aprofitar  la precisió dels mètodes de Lagrange,  ja que 
separa els termes d'advecció i dispersió.  El mètode més bàsic conceptualment és el mètode de 
les característiques (MOC), que consisteix en  fer moure un conjunt de partícules al llarg de les 
línies  de  corrent  i  interpolant  en  una malla  fixa  s’avalua  la  concentració  per  advecció.  Tot 
seguit a partit d’aquesta malla  fixa és calcula  la dispersió. El principal  inconvenient d'aquest 
mètode és que es necessiten moltes partícules per  fer un bon model.   El mètode  també  té 
condicions  d’estabilitat  com  passava  amb  els  mètodes  eulerians.  MOC  evita  dispersió 
numèrica,  però  no  conserva  la  massa,  introdueix  errors  d’interpolació  i  necessita  molta 
memòria.  Un  altre mètode mixt  és  el  de  les  característiques modificat,  que  consisteix  en 
avaluar la dispersió en els nusos d’una malla fixa i amb les línies de corrent conèixer la posició 
en  el  temps  anterior  i  conèixer  la  concentració  en  aquell  temps  interpolant  a  la malla  fixa. 
Aquest mètode  és més  eficient  que MOC  i  necessita menys memòria  però  continua  sense 
conservar  la massa  i  torna  a  tenir dispersió numèrica. Per minimitzar  la dispersió numèrica 
també  existeix  el mètode  de  les  característiques  híbrid,  que  consisteix  en  utilitzar MOC  en 
zones de gradients alts i MMOC en zones de gradients suaus 
Entre  els mètodes  amb  poca  dispersió  numèrica  cal  destacar  els models mixtes  Eulerians‐
Lagrangians  amb  xarxes orientades  en  les  línies de  corrent  [9,10,11]. Aquests mètodes han 
demostrar poder resoldre transport reactiu, en casos on les reaccions són ràpides.  
Els models mixtes s’utilitzen especialment quan en el transport de soluts hi ha un domini del 
fenomen de advecció sobre la dispersió ja que les línies de corrent marquen la direcció a la que 
es mouen les partícules degut al flux (advecció). Tots ells tenen però inconvenients ja sigui per 
dispersió  numèrica,  mala  aproximació  de  la  derivada  material  Dc/Dt  o  problemes  de 
conservació de massa. 
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1.3. OBJECTIUS 
 
L’objectiu d’aquesta tesina és desenvolupar un mètode que pugui resoldre diferents casos de 
transport  reactiu  genèric  simultani  precipitació/dissolució,  en  mostres  fracturades  amb  el 
mínim  efecte  de  dispersió  addicional  degut  a  mètodes  numèrics.  Per  aquest  motiu,  la 
resolució  del  transport  s’han  fet  servir mètodes mixtes  Eulerians‐Lagrangians,  és  a  dir  que 
primer resolgui el flux (donar camp de velocitats contínues de aigua [5]), després es calcula les 
línies  de  corrent  per,  finalment,  calcular  la malla  orientada  segons  les  línies  de  corrent  i 
resoldre  el  transport.  En  un principi  es  considerarà  la  solució  flux  estacionari,  ja que  no  és 
necessari  tractar  un  problema  de  flux  transitori  fins  que  no  es  vegi  l’impacta  del  canvi  de 
propietats físiques (permeabilitat i porositat) degut al transport reactiu. Aquesta ultima part es 
realitzarà en futurs treballs 
 
Les  reaccions que es  volen modelitzar en aquest  treball  seran del  tipus  ràpides. Així doncs, 
malgrat que  la  idea del mètode és  resoldre el  transport  reactiu, el més  important és que el 
mètode modeli bé el transport de soluts, ja que la velocitat de reacció dependrà de la velocitat 
de mescla, és  a dir de  la  velocitat  a  la que  arriben els  soluts  , o el que  és  el mateix, de  la 
velocitat a la que es barregen les aigües. 
Es vol que el mètode sigui aplicable als casos dels estudis experimentals de laboratori realitzats 
per Berkowitz i Singurindy [14] , en els que s’observava el comportament d’una mostra quan a 
través  d’aquesta  es  feia  circular  dissolucions  que  contenien  simultàniament  soluts  que 
reaccionaven  provocant  dissolució  i  soluts  que  provocaven  precipitació.  En  aquell  article 
s’estudià  les  reaccions,  comportaments  i  resultats  de  casos  amb  diferents  inclinacions  de 
fractures en  funció del  flux  (horitzontals, verticals,  inclinades,..), diferents  tipus de velocitats 
d’entrada de les dissolucions i diferents tipus de concentracions de cada solut. Es va veure que 
el  cas més  conflictiu  es  donava  en mostres  amb  fractures  inclinades  la direcció d’entrada  i 
sortida del  flux. Per  tant perquè el mètode proposat sigui eficient en aquests casos, s’ha de 
comprovar  que modelitzi  bé  el  transport  de  soluts  per medis  amb  fractures  inclinades  als 
fluxos d’entrada i sortida (apartat 3. resultats). 
Els models, a més, seran descrits en condicions de medis saturats/confinats ja que la possible 
aplicació  pràctica  d’aquest  treball  es  dona  en  aqüífer.  El model  també  es  vol  fer  en  dues 
dimensions per simplificar‐ne el problema. 
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2. DESENVOLUPAMENT 
 
En aquest apartat, es descriuen i s’expliquen les bases teòriques que regeixen les equacions de 
flux  (apartat  2.1.1)  i  transport  (apartat  2.1.2),  i  es  plantejaran  alguns  mètodes  numèrics 
existents per  la  seva  simulació  (apartats 2.2  ).  Els  coneixements descrits  estan basats  en  el 
apunts  del  curs  impartit  per  Fernández,  D.,  Saaltink,  M.  W.  [16]  on  estan  explicats  més 
detalladament.  
 En acabat es descriurà el mètode proposat en aquest treball per tal de minimitzar la dispersió 
numèrica (apartat 2.3).   
 
2.1. EQUACIONS 
2.1.1. Equació de flux 
 
L’equació de  flux  serveix per determinar els nivells, pressions  i  velocitats de  l’aigua o algun 
altre  fluid  a  través un medi porós donat  la  geometria,  i propietats del mateix,  així  com  les 
condicions inicials i de contorn.  L’equació s’obté a partir de dos principis bàsics: la conservació 
de massa  (equació 2.19)  i  la  llei de Darcy  (equació 2.1)  i es pot expressar  tant en  termes de 
pressions  com  en  termes  de  nivells  (potencials).  En  el  nostre  cas  descriurem  l’equació  en 
funció de nivells. També es  formularà  recordant que  treballem en condicions 2D  i en medis 
saturats/confinats. 
 
Primer descriurà  la  llei de Darcy que diu que el flux q que passa per un domini concret d’un 
medi es defineix com la diferència de nivells entre el contorn de sortida menys el del contorn  
d’entrada,  partit  per  la  distància  entre  aquests  contorns  i multiplicat  per  la  conductivitat 
hidràulica del medi.  Es pot visualitzar a la figura 2.1: 
 
 
Figura 2.1: Llei Darcy, extret de [16] 
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Es pot apreciar que el problema es complica  si el medi és anisotròpic, on K deixa de  ser un 
escalar i passa a ser un tensor de 2x2, en el cas de dues dimensions (equació 2.2), i es defineix 
per les conductivitats hidràuliques en les direccions principals i per l’angle que formen amb els 
eixos de coordenades α, en dues dimensions seria de la forma següent:  
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
+⋅+
⋅++=
αcosKαsinKsinα)cosαK(K
sinα)cosαK(KαsinKαcosK
K 2
2
2
121
21
2
2
2
1
      (2.2)
 
 
El segon principi és el de conservació de massa, que diu que la variació de massa d’aigua en un 
domini del medi durant un cert  interval de  temps  (primer  terme) és equivalent  la diferència 
entre  quantitat  d’aigua  que  entra  i  la  quantitat  d’aigua  que  surt  (segon  terme).  En  aquest 
segon  terme  es  poden  incloure  alguna  variació  per  goteig,  infiltració,  evaporació, 
precipitació,... 
El primer terme, doncs, descriu la expressió de massa d’aigua emmagatzemada durant un cert 
interval de temps, formulant‐la i descomponent‐la s’obté: 
( ) ( ) ( )tωωωω VφρtVρtMt ⋅⋅∂
∂=⋅∂
∂=∂
∂
        (2.3) 
 
On, 
 
total volum és V
porositat és φ
aiguad' volum és V
aigual' de densitat és ρ
aiguad' massa és M
t
ω
ω
ω
 
 
El segon  terme descriu  la massa d’aigua que entra  (més  la recàrrega ω)  i  la resta per  la que 
surt, com s’expressa a la figura 2.2. 
 
Figura 2.2: Balanç de massa d’aigua 
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Reescrivint els elements de la figura 2.2  en unitats de massa entre temps i fent la resta s’obté, 
   (2.4)
 
Igualant els dos termes, 
    (2.5),(2.6)
 
A partir de l’equació 2.5 es pot obtenir una expressió que doni la variació dels nivells en funció 
del temps. Per això es desenvolupa el primer terme de  l’equació amb  la regla de  la cadena  i 
s’expressa en funció de pressions de l’aigua (Pω) i tensions efectives (σ’)que és la tensió que es 
transmet per les partícules i no per pressions d’aigua: 
( )
t
σ
σ
φ
ρ
t
P
P
ρ
φ
t
φ
ρ
t
ρ
φφρ
t ω
ω
ω
ω
ω
ω
ω ∂
∂
∂
∂⋅+∂
∂
∂
∂⋅=∂
∂⋅+∂
∂⋅=⋅∂
∂ '
'
    (2.7)
 
En aquest moment és quan s’han de definir uns paràmetres que en defineixin el volum d’aigua 
que s’allibera en funció de la compressibilitat de l’aigua (Cω) i del medi (CФ),  
σ'
φ
Cφ ∂
∂−=  
          (2.8)
     
 
ω
ω
ωω P
ρ
ρC ∂
∂=
            (2.9)
 
Sabent també que la tensió efectiva i la pressions d’aigua defineixen les tensions total al medi i 
que aquestes no varien en un llarg període de temps si no es varien les condicions del medi,  
ωPσσ' −=    
        (2.10)
 
t
P
t
P
t
σ
t
σ' ωω
∂
∂−=∂
∂−∂
∂=∂
∂
        (2.11)
 
 
Es pot expressar el primer terme de la equació 2.5 de la manera següent, 
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( )
t
P
CρCρφ
t
σ'
σ'
φ
ρ
t
P
P
ρ ω
φωωωω
ω
ω
ω
∂
∂⋅+⋅⋅=∂
∂
∂
∂⋅+∂
∂
∂
∂⋅φ
    (2.12)
 
A continuació es pot trobar aquesta expressió en funció de potencials i suposant l’aigua com a 
fluid incompressible, podent afirmar 
z
gρ
P
h
ω
ω +=    
          (2.13)
   
t
P
gρ
1
t
h ω
ω ∂
∂=∂
∂
           (2.14)
 
Finalment definint el coeficient d’emmagatzematge específic, SS, que és la quantitat de volum 
de  aigua  que  s’emmagatzema  per  unitat  de  volum  de  un  aqüífer  saturat  al  incrementar  la 
altura en una unitat. 
( ) ωφωωS ρCφCgρS +=
        (2.15)
 
( )
t
h
Sρ
t
P
CρCρφ Sω
ω
φωωω ∂
∂⋅=∂
∂⋅+⋅⋅
    (2.16)
 
I s’obté l’expressió de l’equació de conservació de massa, tal que 
( )
t
h
Sq
x S ∂
∂=∂
∂−
          (2.17)
 
Per  acabar només  s’ha de  substituir  la  formula de  la  llei de Darcy  en  la de  conservació  de 
massa per obtenir la equació de flux 
t
h
S
l
K
x S ∂
∂=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
Δ
Δ
∂
∂ h
          (2.18) 
 
En  la  figura 2.3 es pot observar el procés d’obtenció de  la equació de  flux de manera més 
esquemàtica  i  expressat  en  dues  dimensions  (per  fluids  incompressibles  i  medis 
saturats/confinats i anisotròpic) , 
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Figura 2.3: Esquema de l’obtenció de l’equació de flux en 2D. [16] 
 
De manera general, aquesta equació s’escriu com  
( ) ωhK
t
hSS +∇⋅∇=∂
∂
           (2.19) 
L’equació  de  flux  es  resol  finalment  imposant  unes  condicions  de  contorn  i  inicials  (en  cas 
transitori). Les condicions de contorn s’expressen com, 
( ) ( ) QhHαnhK +−=⋅∇⋅∇   en Г
        (2.20)
 
On Г és el contorn del domini; n és el vector unitari normal a Г i dirigit cap el exterior; H és un 
nivell extern; Q és un cabal prefixat;  i α és un coeficient que controla el tipus de condició de 
contorn (α=0 per cabal fix, α=∞ per nivell fix,  i α≠1,∞ per condició mixta, en el qual α és un 
coeficient de goteig). 
Les condicions inicials es defineixen com 
h(x,y,0)=h0(x,y)
             (2.21)
 
on  h0  pot  ser  qualsevol  funció  arbitrària,  o  la  solució  de  la  equació  de  transport  per  una 
simulació anterior,  freqüentment el  règim estacionari, que  s’obté anul∙lant  la derivada amb 
respecte el temps de l’equació de transport.  
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2.1.2. Equació de transport conservatiu 
 
Així  com  en  la  formulació  del  flux,  l’expressió  del  transport  conservatiu  (sense  reaccions 
químiques)  en  una  forma  convectiva  s’obté  a  partir  de  la  combinació  de  la  formulació  del 
balanç de massa d’aigua (vist en l’apartat anterior 2.1.1) i l’equació de balanç de solut en una 
forma divergent. Per poder donar la expressió de l’equació de balanç de soluts primer s’ha de 
descriure tres fenòmens que descriuen el desplaçament (expressat en unitats de flux màssic: 
M*L‐2*T‐1) de les partícules: advecció, dispersió i difusió. 
L’advecció  és  el moviment  definit  per  la  llei  de  Darcy  tal  i  com  s’ha  explicat  en  l’apartat 
anterior,considerant que les partícules es mouen degut al flux del fluid, tenint en comte que la 
velocitat  real es pot definir  com el  flux de Darcy entre  la porositat  (la qual no  té unitat de 
mesura, ja que equival a el volum de pors entre el volum total), de la següent manera 
φ
qv =
              (2.22)
 
Així doncs el flux màssic degut a advecció s’expressa com    
jadv=qc
              (2.23a)
 
La    difusió  es  defineix  com  el  moviment  de  partícules  aparentment  aleatori  (moviment 
Brownià), aquest moviment és molt important en gasos i en menor mesura (5 ordres menys de 
magnitud)  en  líquids,  mentre  que  en  sòlids  és  pràcticament  nul  sinó  ens  trobem  a  altes 
temperatures. La difusió es representa gràficament en la figura 2.4. 
 
Figura 2.4: Esquema del fenomen de difusió [16] 
La difusió necessita una correcció degut a contingut d’aigua (θ, en la figura 2.5), constrictivitat i 
turtuositat, 
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Figura 2.5: Correccions en el fenomen de difusió [16] 
Finalment la dispersió és el moviment entre partícules degut a la heterogeneïtat de la velocitat 
d’aigua, però degut  a  la heterogeneïtat del medi  i que  a més es dona  a  varies escales,  així 
doncs és bastant difícil determinar els valors del coeficient de dispersió, ja que quan es realitza 
un model,  aquest  depèn  de  la  precisió  amb  la  que  es  defineix  el medi  que  el  coeficient 
dispersiu sigui més gran o més petit. Esquemàticament es pot representar la dispersió com en 
la figura 2.6. 
 
Figura 2.6: Esquema del fenomen de dispersió [16] 
L’expressió matemàtica de la dispersió ve definida per la llei de Fick de la següent manera, 
cDθj hdis ∇⋅−=
        (2.23b)
 
On Dh és el tensor de dispersió,  i està definit per els coeficient de dispersió  longitudinals (αL, 
que és  la que es defineix peralta‐la a  la direcció de  flux d’aigua)  i  transversals  (αT, que és  la 
perpendicular a  la direcció de  flux d’aigua,  la qual  sol  ser unes 5 vegades més petita que  la 
longitudinal) i la velocitat v. En dues dimensions l’expressió de dispersió és la següent,  
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S’ha de tenir en compte que si el flux és perpendicular al eix x és simplifica molt la expressió , 
 
Si  es  comparen  les  escales  de  la  dispersió  i  la  advecció  tenint  en  compte  la  distància 
recorreguda es pot veure que la dispersió domina en temps i distàncies petites i la advecció en 
temps i distàncies grans, com es demostra en la figura 2.7: 
 
Figura 2.7: Comparació de distancia recorreguda en funció de advecció LA i en funció de dispersió LD [16] 
 
 
Així doncs un cop definides  les  tres aportacions en  flux màssic degut a advecció, dispersió,  i 
difusió  i  la  representant  f com el  terme  font, es pot escriure  la equació de balanç de massa 
com: 
    (2.24) 
 
 
Definida la equació de balanç de massa de solut en la seva forma divergent, trobarem la eq. De 
transport substituint amb la equació de massa d’aigua com es representa en la figura 2.8: 
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(2.25)
 
Figura 2.8: Esquema del procés d’obtenció de la equació de transport en la seva forma convectiva [16] 
 
Igual  que  en  la  equació  de  flux,  en  l’equació  de  transport  es  necessiten  imposar  unes 
condicions  inicials  i unes condicions de contorn  . Les condicions  inicials poden ser una funció 
qualsevol del espai, com una solució prèvia del sistema estacionari, com 
C(x,y,0)=c0(x,y)
         (2.26)
 
Les condicions de contorn per el transport s’escriuen com 
( ) ( ) Mcc'nc +−=⋅∇ βD
      (2.27)
 
On si β=∞ es dona la condició de concentració fixa, si β=0 i M=0 es dona condició de contorn 
de sortida β=q∙n i condició d’entrada amb concentració c’.M representa la massa prescrita en 
el contorn i n un vector unitari normal al contorn. 
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2.2. METODES NUMÈRICS TRADICIONALS 
2.2.1. Mètodes Eulerians 
 
Els mètodes Eulerians són un tipus mètodes numèrics que s’utilitzen   per resoldre equacions 
diferencials  en  derivades  parcials.  Els  mètodes  Eulerians  plantegen  resoldre  l’equació 
d’advecció  i  dispersió  mitjançant  la  derivada  local  (∂c/∂t),  és  a  dir  platejar  el  problema 
següent, 
( )
φ
cDcv
t
c ∇⋅∇+⋅∇−=∂
∂
            (2.28)
 
( ) ( ) ( )
Δt
tx,cΔttx,climtx,
t
c
0Δt
−+=∂
∂
→
        (2.29)
 
Aquests tipus de mètodes solen ser bons o millors que els Eulerians‐Lagrangians quan  l’ordre 
de la dispersió és considerable en comparació amb la advecció  
Tot seguit s’introduiran breument  i s’explicaran tres dels mètodes més destacats: Diferències 
finites,  elements  finits  i  volums  finits.  En  acabat  s’analitzarà  l’estabilitat  dels mètodes  i  la 
possible dispersió numèrica. Aquestes explicacions  també estan basades en els apunts de  la 
assignatura impartida per Fernández i Saaltink [16]. 
 
2.2.1.1. Diferències finites 
 
És  el  primer mètode  numèric  Eulerià  que  presentat,  és  el  de  diferències  finites.  En  aquest 
mètode es discretitza el domini en un numero  finit de punts o celes  (el centre del qual  són 
punts)  disposats  segons  una  xarxa  regular,  normalment  rectangular.  Aquest  procés  de 
dicretització dona un  sistema de equacions  lineals  la  solució de  la qual  són els valors de  les 
altures piezomètriques en el cas del  flux  i  les concentracions en el  cas del  transport per els 
punts en el espai  i el  temps sobre  les quals s’ha discretitzat el sistema. Es considera que  les 
derivades parcials de les funcions es poden aproximar a quocients de la següent manera: 
Δx
cc
x
1jj −−=∂
∂c
          (2.30)
 
( )2
1jj1j
2
2
Δx
c2c-c
x
c −+ +=∂
∂
        (2.31)
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On ∆x la distància entre celes veïnes de la malla en la direcció x. La notació del índex j indica la 
posició de la cela a la que es refereix, 
 
Figura 2.9: Detall d’una malla de diferències finites 
Així, per exemple, la llei de Darcy (equació 2.1) s’escriuria de la següent manera: 
( )
Δx
hh
k
dx
dhkq 1jj −
−=−=
        (2.32)
 
Diferències finites és el mètode que més s’acostuma a utilitzar per resoldre el gradient tant de 
nivells com de concentracions en el temps en les equacions de flux i transport. 
 
 
 
2.2.1.2. Elements finits   
 
El mètode  d’elements  finits,  la malla  creada  sobre  el  domini  està  formada    per  elements 
composats  generalment  pel mateix nombre de  vèrtex  , que  és on  es definiran  els nivells o 
concentracions dels nusos (a diferència del mètode de diferències finites on el nus es definia al 
centre de la cela). El gran avantatge d’aquest mètode és que les formes dels elements pot ser 
molt diferent  i, així  la malla pot adaptar‐se millor a  formes  irregulars,  i per tant és molt més 
flexible.  
 
Figura 2.10: Esquema de la nomenclatura d’elements finits [16] 
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Aquests mètodes exigeixen la definició de una funció que aproxima el valor de les variables de 
la equació per cada un dels elements finits. En el cas actual la funció és una aproximació lineal 
dels  valors  als  nusos  (vèrtex  del  element) mitjançant  les  funcions  forma  de  cada  nus.  Per 
exemple per definir els nivells 
( ) ( ) ( ) ( )∑
=
=≈
n
1i
ii xNthtx,h
~tx,h  
      (2.33)
 
on n és el nombre de nusos 
 La funció forma Ni es defineix com aquella funció lineal que equival a 1 just al nus pertanyent i 
a  0  a  tots  els  altres  nusos.  A  la  figura  2.11  es  presenta  un  exemple  més  visual  de  com 
s’aproximen les funcions dels nivells en elements finites: 
 
Figura 2.11: Esquema explicatiu del mètode d’elements finits [16] 
Per  tant  s’observa  que  el  mètode  comet  un  cert  error  inevitable  al  aproximar  la  funció 
d’aquesta manera:  
( ) ( )h~LhLε −=
          (2.34)
 
Així  doncs,  el  que  es  vol  és minimitzar  aquest  error.    En  Elements  finits  s’utilitza  aquesta 
condició per trobar els valors de hi trobant una funció que depengui de la funció aproximació  
h~  i que equivalgui a l’error de la següent manera: 
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( ) ( ) 0hL
t
hSωhK S ==∂
∂−+∇⋅∇   ⇒   ( ) εh~L =
  (2.35)
 
Per tant els valors hi es troben  imposant que els residus siguin en mitja (ponderació) espacial 
cero. Per això cal definir la funció de ponderació. 
Hi ha moltes opcions existents per definir les funcions de ponderació, la més comuna i la que 
s’exposa a  continuació  servir és  la de estàndard Galerkin que utilitza  la  funció  forma  com a 
funció de ponderació (Wi=Ni). De tal manera que el problema que resoldre queda expressat de 
la següent manera: 
Nnusos1,..., = i            0εdVW
V
i =∫
          (2.36a) 
Nnusos1,..., = i          0dVNhLN
V
n
1i
iii =⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛⋅∫ ∑
=       (2.36b) 
On Wi són funcions de ponderació a escollir tals que ∑ =
=
n
1i
i 1W . 
Com  a  resultat  s’obté  un  sistema  d’equacions  diferencials,  més  complex  de  resoldre 
numèricament que en el cas del mètode de diferències finites.  En el cas present es vol obtenir 
la  formulació  numèrica  de  les  equacions  de  flux.  A  continuació  únicament  es  citaran  les 
formules, els processos utilitzats per arribar a aquestes expressions estan àmpliament definits 
a els apunts de Fernández  i Saaltink  [16]. Totes dues  formulacions s’utilitzen en el programa 
TRACONF  i s’expliquen en el seu manual Carrera,Galarza  i Medina [15], d’on s’han extret  les 
explicacions següents. 
Pel que fa a la formulació del flux que s’obté aplicant el mètode de Galèrkin a l’equació de flux, 
un cop discretitzat el medi, és 
1k
k
kk
k hΔt
Dflu
bfluh
Δt
Dflu
Aflu −+=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +
      (2.37)
 
On hk és el vector de nivells en els nusos pel temps k, Aflu ,Dflu i bflu (en la mateixa notació 
del programa) són respectivament  la matriu de conductàncies,  la de capacitats  i el vector de 
aportacions, que es defineixen com: 
∑=
e
e
mnmn AAflu
          (2.38a)
   
∑=
e
e
mnmn DDflu
          (2.38b)
   
∑ ∑+=
mΓ e
e
e
rΓ
mm 3
Aq
Qbflu
        (2.38c)
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On e indica numero d’element, Гm representa el segment de contorn adjacent al nus m, Ae és 
l’àrea  del  element  i  qe  representa  recàrrega  superficial.  Les  matrius  emnAflu
e
mnDflu es 
defineixen com, 
 
 
( )[ ]mneyynmmnexymnexx
e
e
e
mn ccKcbcbKbbK4A
bAflu +++=
      (2.39)
 
3
ASbδDflu e
e
S
e
nme
mn =
              (2.40)
 
On   
pnm yyb −=   ;
         (2.40a)
 
npm xxc −=   ;
         (2.40b)
 
( )mnnme cbcb2
1A −=
      (2.40c)
 
I  m,n  i  p  som  permutacions  antihoràries  dels  nusos  del  element  e.  Les  variables  Ke  i  Ses 
representen la conductivitat hidràulica i emmagatzemament específic del element e i be el seu 
espessor mig. Per últim, δmn és  la delta de Kronecker (igual a 1 si m és  igual a n  i cero en cas 
contrari) . 
La  formulació del  flux es  resol  seqüencialment en el  temps. Començant amb k  igual a 1, h0 
s’obté a partir de les condicions inicials, les quals permeten calcular h1. A partir de aquesta la 
següent solució dona lloc a h2 i successivament. 
Per la solució de la equació de transport serà necessari calcular les velocitats de Darcy en tots 
els elements. Aquestes es dedueixen directament de  la definició  i pel seu càlcul n’hi ha prou 
amb tenir present que el gradient ve donat per, 
∑
=
=∂
∂ 3
1i
ii
e
bh
2A
1
x
h
  ∑
=
=∂
∂ 3
1i
ii
e
ch
2A
1
y
h
      (2.41)
 
Aplicant la llei de Darcy directament, les components del flux unitari són: 
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +−= ∑∑
==
3
1i
ii
e
xy
3
1i
ii
e
xx
e
e
D chKbhK2A
1q
X
; 
      (2.42)
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⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +−= ∑∑
==
3
1i
ii
e
xy
3
1i
ii
e
yy
e
e
D bhKchK2A
1q y
        (2.43)
 
En quan a  la formulació del transport, un cop s’aplica el mètode de Galerkin a  la equació de 
transport obtenim una formulació com la següent, 
1k
k
1kk
k cΔt
Dtra
btrac
Δt
Dtra
Atra −+ +=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +
        (2.44)
 
On ck és el vector de concentracions nodals; Atra
 
és la matriu simètrica de dimensions nxn que 
inclou els termes dispersius, advectius  i de reaccions de primer ordre; Dtra és una matriu del 
mateix  tipus  que Atra  i  inclou  els  termes  de  emmagatzemament  i  absorció,  i  btrak+1  és  un 
vector de dimensions n que inclou els termes de producció de ordre zero i accions externes. 
Per la avaluació de aquestes matrius s’utilitza una variant del mètode de Galerkin que aplica la 
identitat de Green només al terme dispersiu. Aleshores  les equacions tenen un  interpretació 
física  més  difícil,  però  els  resultats  numèrics  són  molt  més  estables  i  precisos  (Galeati  i 
Gambolati  1987). Amb  aquest  enfocament  les matrius Atra, Dtra  i  el  vector  btra  tenen  els 
següents component: 
( )[ ] ∑∑∑∑ ++−++=
m
mnmn
Γ
Γ
m
e
e
mn
eeee
r
e
e
A
e
e
Dmn QFRφλbqEEE ;
  (2.45)
 
( )∑ +=
e
e
mn
eee
mn FRφbF ; 
          (2.46)
 
∑∑∑∑ +++=
mm Γ
Γ
m
e
e
e
e
r
Γ
Γ
mm M3
m
3
'q
'Qg eeem
AAcc
      (2.47)
 
On e  representa el numero d’element. Els  termes que  inclouen    ΓmQ o 
e
rq en  les  tres últimes 
equacions,  només  s’inclouen  si  ΓmQ o 
e
rq són  positius.  Les matrius 
e
Dmn
E , eAmnE ,
e
mnF tenen  les 
següents expressions: 
( )[ ]mneyynmmnexymnexx
e
e
ccDcbcbDbbD
A
b +++=
4
EeDmn ;
      (2.48)
 
( )
6E
e
Amn
m
e
ym
e
x cqbq += ; 
        (2.49)
 
3F
e
mn
emn Aδ=
            (2.50)
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On  exxD ,
e
xyD  i 
e
yyD  son les components del tensor de dispersió del element e;  
e
xq , 
e
yq  són les 
components del  flux per unitat de ample,  tots els altres  termes són  idèntics a  la equació de 
flux. 
Un cop construïdes  les matrius Aflu, Dflu  i el vector bflu,  la formulació del transport es resol 
seqüencialment en el temps, així com hem fet amb el flux però utilitzant la solució d’aquest en 
la incògnita q. 
 
 
 
 
2.2.1.3. Volums finits 
El plantejament del mètode dels volums finits és semblant a la idea dels elements finits, ja que 
es  focalitza en minimitzar  l’error a  la  solució del mètode amb  la  solució  real. En aquest  cas 
però en comptes de considerar‐ho amb  l’error ponderat a través d’una funció de ponderació 
es  fa  considerant  l’error  mig  en  un  volum  de  control.  La  condició  es  pot  escriure 
matemàticament com: 
0ε
iV
=
            (2.51)
 
On  ε és l’error mig, i  iV  el volum de control. 
Com en elements finits, aquesta expressió es pot integrar en tot el volum de control escrivint‐
la de la següent manera: 
( ) 0dVf(c)dVεdV
iii ΩΩΩ
=⋅∇+∂
∂= ∫∫∫ tc
      (2.52)
 
On  iΩ representa la cela domini i, f(c) en el nostre cas és la funció que expressa l’advecció i la 
dispersió del transport, com  ja s’ha descrit en apartats anteriors. Utilitzant doncs el teorema 
del  valor mitjà  en  la  primera  part  ∫ ∂∂iΩ dVtc  i  el  teorema  de  la  divergència  en  la  segona 
( )∫ ⋅∇
iΩ
dVf(c) , s’obté que  
( ) 0
t
c
VfdΓ
t
c
V
1
i
iΓ
i
i
i
=−+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −+∂
∂=+∂
∂ ∑∫
=
ikikik
n
j ij
ji ccwq
L
cc
D
    (2.53)
 
On  k  fa  referència  al  element  aigües  amunt  de  la  cela  de  control  i,  i  per  tant  ikq  i  ikw  fan 
referència al flux mitja entre ells i a la àrea (3D) o longitud (2D) de la cara que els uneix.   ic  és 
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la concentració mitra del volum de control  i  iΓ  al seu contorn. Finalment  j es refereix a una 
cela adjacent a  i  i que per  tant  tindrà una aportació per dispersió  i difusió D en  funció de  la 
distància  entre  els  seus dos  centres de gravetat    ijL . Resolent  aquesta  equació  i dividint‐la 
entre el volum de cada cela de control,  tenim  la aproximació a  la solució de concentracions 
sobre la malla regular. 
 
 
 
 
2.2.1.4. Estabilitat i Dispersió numèrica 
 
Els mètodes Eulerians tenen dos problemes principals: La oscil∙lació i la dispersió numèrica. Els 
dos problemes es poden observar en la figura 2.12: 
 
Figura 2.12: Els dos principals problemes dels mètodes Eulerians: oscil∙lació i dispersió numèrica [16] 
La oscil∙lació és un  fenomen degut a  la estabilitat del mètode numèric. La conseqüència són 
uns  resultats molt  sobrevalorat  o  infravalorats  respecte  a  la  solució  real,  arribant  a  donar 
inclús  valors  totalment  incoherent.  Les  oscil∙lacions  es  poden  donar  quan  es  treballa 
explícitament, és a dir, avaluant els  termes advectius  i dispersius de  la equació en el pas de 
temps  actual  i  no  en  el  posterior.  Per  evitar  aquestes  oscil∙lacions,  hi  ha  dues  condicions 
d’estabilitat pels mètodes estrictament Eulerians, com són  la solució de Peclet. A continuació 
la expressió de la condició de Peclet en 1D, 
      (2.54)
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I la de Courant 
        (2.55)
 
Si no  és pot  complir  aquestes  condicions  s’ha de  refinar  la malla,  la qual però  té més  cost 
computacional. TRACONF resol l’equació de manera implícita 
Pel que fa a la dispersió numèrica, la seva conseqüència principal és  la de modificar la forma 
dels  fronts de concentració per advecció degut a  la posició dels nusos del mètode numèric. 
Aquest  fenomen  s’accentua    especialment  quan  es  tracten  de  fronts  abruptes  com  es  pot 
veure en la figura 2.13, on el valor en el temps k+1 s’obté a partir de la interpolació dels valors 
dels nusos adjacents en k: 
 
Figura 2.13: Fenomen de dispersió numèrica 
Els casos que es vol resoldre són amb domini d’advecció i segurament en fronts abruptes, així 
doncs,  sembla  que  els mètodes  estrictament  Eulerians  no  són  els més  recomanables  per 
utilitzar. 
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2.2.2. Mètodes Mixtes Eulerians-Lagrangians 
 
Un altre  tipus de mètodes presentats  són els mètodes mixtes Eulerians‐Lagrangians. La  idea 
general  d’aquests  mètodes  consisteix  en  resoldre  per  separat  la  part  advectiva  i  la  part 
dispersiva utilitzant la derivada material (Dc/Dt), que es defineix de la següent manera 
( )
φ
cDcv
t
c
Dt
Dc ∇⋅∇=⋅∇+∂
∂=
      (2.56)
 
On  cv
t
c ⋅∇+∂
∂
 és la part advectiva i 
( )
φ
cD∇⋅∇
 la part dispersiva.  
Així  doncs  com  a  idea  general  la  part  advectiva  es  resol  desplaçant  partícules  utilitzant  la 
solució  de  la  equació  de  transport  (que  ens  dona  el  flux  de Darcy)  i  la  part  dispersiva  per 
separat amb mètodes eulerians. Fixem‐nos doncs, que  la derivada material es pot aproximar 
de diverses maneres: 
 
      (2.57)
 
 
Els mètodes Eulerians‐Lagrangians es solen fer servir quan la dispersió és petita en comparació 
amb  la  advecció.  És  a  dir  quan  les  escales  són  prou  grans  i  la  distància  recorreguda  per 
advecció és més gran que per dispersió, com es veu en la figura 2.7, 
D’aquí que  la  qüestió  en  aquests mètodes  recau precisament  en decidir  com  aproximar  el 
gradient  de  concentracions  Dc/Dt.  L’objectiu  d’aquest  és minimitzar  al màxim  la  dispersió 
numèrica que es dona al  interpolar el valor de  les concentracions als nusos  i que s’accentua 
quan el front és abrupte (figura 2.14). 
Tot seguit es presenten alguns dels mètodes tradicionals per aproximar aquest gradient. Tots 
aquests mètodes aporten alguna imprecisió o dispersió numèrica degut a aquesta aproximació 
de  la  derivada  material.  El  mètode  proposat  (apartat  2.6)  no  té  cap  tipus  de  dispersió 
numèrica. 
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2.2.2.1. Mètode Pendents 
Una proposta d’aproximació és  la que es descriu en  l’article de Cirpka  [11], que es basa en 
desplaçar els pendents dins dels  tubs de corrent, que es defineixen per  les  línies de corrent 
(streamlines, apartat 2.3.2). 
cv
t
c ⋅∇−=∂
∂
              (2.58)
 
En el codi programat també permet resoldre problemes de transport utilitzant aquest mètode. 
Tot seguit es descriurà del mètode basant‐nos en  l’article de Cirpka  [11]. L’objectiu d’aquest 
mètode  és  donar  el  valor  del  pendent  de  concentració  de  cada  element  en  funció  de  les 
concentracions dels elements adjacents aigües amunt (element p a la figura 2.14) i agües avall 
(element q a la figura 2.14) dins del mateix tub de corrent. En l’article Cirpka [11] es descriu de 
manera més precisa  com es  calculen els pendents. Amb aquests pendents es vol  calcular  la 
quantitat de solut que es transfereix d’una cela a una altre, per així fer‐ho compatible amb el 
mètode de Volums finits que s’utilitza per calcular de la dispersió. 
 
Figura 2.14: Esquema del mètode dels pendents proposat per Cirpka [11] 
El pendent es calcula a partir d’un mètode  limitador que s’utilitza per evitar que el pendent 
sigui excessivament gran com per aportar oscil∙lacions addicionals. La dispersió proposada en 
l’article de Cirpka [11] es fa amb Volums finits (apartat 2.2.1.3) i les formules del volum d’aigua 
aportat per dispersió  longitudinal  i transversal estan definides en  les equacions (2.81)  i (2.82) 
respectivament.  En  el  mètode  que  proposem,  apartat  2.3,  també  ens  basem  en  aquesta 
manera de resoldre la dispersió.   
El principal problema d’aquest mètode és quan tenim un  increment de  temps molt gran  i  la 
solució del pendent difereix molt de la solució real de les concentracions: 
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Figura 2.15: Inconvenient al escollir un increment de 
 temps molt gran en el mètode de pendents proposat per Cirpka [11] 
 
 
 
2.2.2.2. Mètode de les característiques (MOC) 
 
Aquest mètode està explicat en els apunts de Fernández [16].  Consisteix en quatre passos 
bàsics: 
1. Injecció  de  partícules:  Cada  partícula  té  associada  una  concentració  igual  a  la 
concentració de la cela a la que s’ha inicialitzat. Això es pot fer de dues maneres: 
a. Distribució uniforme per tota la malla 
b. Distribució  dinàmica  en  funció  del  gradient  de  concentracions.  La  distribució  de 
partícules s’ha d’ajustar després de cada moviment (és molt eficient i amb petit cost 
de resolució)   
2. Moviment de partícules per convecció:  
( ) ( ) ( )( )dττXVtXΔttX Δtt
t ppp ∫ ++=+
    (2.59)
 
On τ fa referència a la línia de traça i Xp a la posició de la partícula 
3. Càlcul de concentracions per convecció C ijn*:  
∑
∑
=
==
ij
ij
NP
1p
p
NP
1p
N
Pp
*n
ij
V
CV
C
          (2.60)
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On V és la velocitat de la partícula 
4. Resolució del sistema per diferències finites (exemple) o elements finits: 
( )θθθ ++++−+ +−ΔΔ+= kikiki cccx tD 112*nij1nij 2CC
      (2.61)
 
On θ és les grau que defineix si el mètode resol de forma explicita (θ=0), implícita (θ=1) 
o un entremig (0 < θ < 1) 
Les principal avantatges d’aquest mètode és que no  té dispersió numèrica  i que va bé quan 
l’advecció  és  dominant.  Per  contra  les  desavantatges  són  que  no  conserva  massa  i  que 
necessita de molta memòria per guardar  informació. Les condicions d’estabilitat del mètode 
també estan ben definides 
 
2.2.2.3. Mètode de les característiques Modificat (MMOC) 
 
Igual com ho fa el mètode de  les característiques, el mètode modificat no utilitza el pendent 
en el càlcul. En aquest mètode, en cada temps calcula la línia de traça (en el nostre cas al ser 
estacionari sempre serà equivalent a la línia de corrent), per trobar la posició anterior a un ∆t 
del nus que es vol avaluar  i  interpolant el resultats dels nusos coneguts en el temps anterior, 
trobar la concentració del temps anterior del nus que volem, expressat matemàticament: 
( )
t
ttvxcttxc
Dt
Dc
tt
t
Δ
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ Δ−−Δ+
= ∫
Δ+
,,
     (2.62)
 
L’única diferència amb el mètode MOC és com calcula la concentració en el temps anterior. En 
la figura 2.16 es veu una comparació en 2D del mètode MMOC amb el mètode dels pendents 
[11]: 
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Figura 2.16: Comparació entre el mètode MMOC i els pendents proposat per Cirpka [11] 
Els principals avantatges del mètode és que requereix menys memòria  i que és més eficient. 
Per  contra,  segueix  sense  conservar  massa  i  és  susceptible  de  tenir  dispersió  numèrica 
(problema en gradients de concentracions alts).  
Existeix  un  mètode  Híbrid  de  les  característiques  que  utilitza  un  esquema  que  s’adapta 
automàticament  utilitzant MOC  en  zones  de  alts  gradients  de  concentracions  i MMOC  en 
zones de gradients suaus. 
A  part  d’aquests  mètodes  descrits  anteriorment  també  hi  ha  altres  mètodes  Eulerians  –
Lagrangians com el de les Trajectòries de partícules o el de les trajectòries aleatòries. Tots ells 
estan descrits als apunts de Fernández [16].  
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2.2.3. Transport Reactiu 
 
Tot  i  que  en  el  article  present  no  es  resol  la  part  reactiva  de  cap  problema,  s’introdueix  i 
s’explica un mètode existent degut a que la nostre mètode està pensat per aquest fi. 
El mètode  numèric  escollit  per  resoldre  el  transport  reactiu  depèn  principalment  de  si  les 
reaccions que volem resoldre   són del tipus ràpides o  lentes (veure apartat Antecedents 1.2), 
com ja s’ha comentat, en el nostre cas  les reaccions són del tipus ràpides. La part reactiva és 
segurament la més complexa de resoldre en el problema del transport reactiu. El mètode més 
comú  per  resoldre  aquest  tipus  de  problemes  està  àmpliament  explicat  en  l’article  de  De 
Simoni [12] entre altres, i el qual es prendrà com a referència per fer la següent explicació. 
El mètode descrit per [12] i utilitzat en el article present consisteix en quatre passos bàsics: (1) 
Definir  components  conservatius  per  desacoblar  les  solucions  de  les  equacions  de  equilibri 
químic de el balanç de masses de  les espècies,  (2) Resoldre  les equacions de  transport dels 
components conservatius que en el nostre cas  ja s’ha tractat anteriorment, (3) fer els càlculs 
d’especiació per obtenir concentracions de espècies aquoses i (4) substituir les concentracions 
obtingudes en  les equacions de transport per avaluar  les velocitats de reacció (reaction rate, 
veure definició a apartat Objectius)  . Així doncs es pot veure que  la clau d’aquest mètode és 
que  desacoblem  el  problema  del  transport  del  problema  reactiu  definit  components 
conservatius, gràcies a que. Tot seguit es  farà una descripció general teòrica del mètode per 
resoldre  processos  de  transport  de  poliespèsies  en  reaccions  homogènies  generals  i 
heterogènies  clàssiques.  S’assumeix  que  tota  la  activitat  d’espècies  variable  és mòbil,  així 
doncs la equació de balanç de masses s’expressa separadament per espècies dissoltes.  
      (2.63)
 
i per espècies de activitat constant, 
      (2.64)
 
On l’operador Lt és el que defineix el transport (la advecció i la dispersió) i depèn del mètode 
de transport conservatiu que haguem escollit. r és el vector de velocitats de reacció (reaction 
rate, expressat en unitats de volum del medi).  Les matrius Sec  i Sea  contenen els  coeficients 
estequiomètrics  relacionats  amb  les  espècies  d’activitat  constant  i  les  espècies  aquoses, 
respectivament. Mc és diagonal  i els  seus  termes diagonals  són  iguals a 1 quan una espècia 
d’activitat constant donada és mòbil o 0 en cas contrari. El vector mc conté la massa d’espècies 
d’activitat constant per unitat de volum de pors del medi, definida com n. L’objectiu és avaluar 
les  concentracions  d’espècies  dissoltes   i  les  velocitats  de  reaccions  r.  Una  vegada  r  és 
conegut, s’obté la velocitat del canvi de massa de les espècies d’activitat constant a partir de la 
segona equació. Per calcular ca  i r es necessita resoldre el sistema algebraic diferencial donat 
per les equacions diferencial parcials del transport de ca i un sistema no lineal de equacions de 
equilibri definides com, 
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      (2.65)
 
On K és el vector de constants d’equilibri 
Els quatre passos de la metodologia general es defineixen de la següent manera: 
1. Definició de components conservatius mòbils: Es vol definir el sistema químic com, 
      (2.66)
 
On  Se  és  la  matriu  estequiomètrica  (nombre  de  reaccions  per  nombre  d’espècies 
químiques) que conté els coeficients estequiomètrics de  les  reaccions. a és el vector 
d’activitats de totes les espècies i K’ és el vector de constants d’equilibri. 
Amb aquest  sistema químic definit es vol  reduir el nombre d’equacions descrivint el 
transport de espècies dissoltes per així eliminar el  terme  font    a  la equació de 
balanç de masses de espècies dissoltes. Amb aquesta  finalitat utilitzem  la matriu de 
components U descrita com, 
        (2.67)
 
Que també pot ser expressat com, 
  
      (2.68)
 
On   conté  els  coeficient  estequiomètrics  de  espècies  primàries  i   Nu  equival  al 
nombre de components i es defineix com  
Nu = Ns – Nc – Nr
        (2.69)
 
On Ns és el nombre d’espècies o el nombre de equacions de balanç de masses, Nc és el 
nombre d’espècies d’activitat  constant  i Nr és el nombre d’equacions d’equilibri. Cal 
adonar‐se  que  U  no  és  única  en  cada  problema,  sinó  que  pot  ser  expressada  de 
diferents formes. De la mateixa manera que el vector de components u definit com  
u=Uc
          (2.70)
 
On c és el vector que conté les concentracions de les espècies 
2. Transport de components: Ja que els components definits a u són conservatius, es pot 
descriure el seu transport amb el mètode que escollim igual com ho faríem amb soluts, 
utilitzant unes condicions inicial com u0=U0c0. Com que el terme font ha sigut eliminat, 
  30
els components són independents, i a més a més les equacions de transport són iguals 
per tots els components. Pel modelitzar el transport s’utilitzen dues hipòtesis: (1) que 
les espècies mòbils depenen del mateix camp de flux advectiu  i (2) que els processos 
de  dispersió  són  els  mateixos  per  totes  les  espècies,  obtenint  així  els  mateixos 
coeficients de dispersió.  
 
3. Especiació: En aquest pas s’avaluen  les concentracions de  les espècies aquoses. En el 
pas  anterior  s’han  obtingut Nu  = Ns  – Nc  – Nr  equacions.  La  llei  d’acció  de masses 
proporciona les Nr equacions que falten. Així doncs es vol resoldre el sistema algebraic 
no lineal següent, 
u=Uca
          (2.71)
 
    (2.72)
 
On   i   són  les  concentracions  de  les  espècies  secundàries  i  primàries 
respectivament.  La  solució d’aquest  sistema  pot  ser molt  complexa, però  en  alguns 
problemes  geoquímics  es  pot  derivar  una  solució  analítica.  Formalment  es  pot 
substituir la segona equació dins la primera, obtenint Nu equacions no lineals per   
depenent de u i K. Substituint a la segona equació obtindrem  . És a dir obtenim, 
      (2.73)
 
      (2.74)
 
4. Avaluació de velocitats de  reacció  i  canvi de massa de espècies d’activitat  constant: 
Ara  substituirem  les  concentracions   i   en  les equacions de balanç de massa 
per  obtenir  Nr    velocitats  de  reacció.  Cada  reacció  d’equilibri  dona  una  espècie 
secundària que únicament depèn de la corresponent equació de transport en aquesta 
velocitat  de  reacció,  això  s’expressa  a  la  matriu  redefinida  de  coeficient 
estequiomètrics de espècies secundàries aquoses que coincideix amb  la  l’invers de  la 
matriu  identitat,  I. Així doncs, considerants  les Nr equacions de transport de especies 
secundaries obtenim,  
      (2.75)
 
Substituint‐hi  la  funció  obtinguda     s’avaluaran  les  velocitats  de 
reacció (per més  informació veure apèndix E de[12]). Així  la velocitat de cada reacció 
ve donada per, 
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    (2.76)
 
La equació es pot simplificar quan K és una funció de les variables d’estat satisfent les 
equacions  de  transport  no  reactiu  i,  essencialment  quan  K  és  constant  i  aleshores 
s’obté 
      (2.77)
 
Que es pot expressar com, 
          (2.78)
 
On H és el vector de matrius Hessianes (tensor de tercer ordre) de les reaccions (com 
es  representa  per  les  corresponents  espècies  secundàries)  amb  respecte  els 
components. 
La velocitat de canvi de massa de espècies d’activitat constant és obtinguda substituint 
les velocitats de reaccions en les corresponents equacions de balanç de masses. En el 
cas de espècies  immòbils (els minerals que precipiten o dissolen)  la velocitat de canvi 
de  massa  ve  donada  directament  per  la  velocitat  de  reacció  (reaction  rate).  El 
coneixement de aquestes velocitats de canvi de massa sòlida és de particular  interès, 
ja que és un prerequisit per estimar els canvis de  les propietats del medi en el temps 
[Wood and Hewett, 1982; Philips, 1991]. 
Quan  les espècies d’activitat constant són mòbils,  la formulació és encara vàlida però 
més complexa, ja que es necessitaria usar la equació de balanç de masses per espècies 
d’activitat constant completa (al inici del apartat) per obtenir la velocitat de reacció. Si 
la espècie és aigua, aleshores rarament ens interessa trobar les seves concentracions. 
 
Així doncs veiem que  la clau d’aquest mètode és que permet obtenir  les concentracions de 
soluts  i  les velocitats de  reaccions  independentment de  les espècies d’activitat  constant. En 
qualsevol dels mètodes comparats en aquest  treball,  la part química es pot  resoldre amb el 
programa CHEPROO, definint el tipus d’aigua que hi ha en cada cela, l’increment de temps en 
cada pas i els minerals que s’hi troben. 
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2.3. METODES PROPOSATS 
 
A  continuació es presenten  la  teoria del mètode propi per  resoldre problemes de  transport 
reactiu.  Recordant  que  el  principal  objectiu  és  evitar  la  dispersió  numèrica  ja  que  es  vol 
utilitzar per modelitzar reaccions del tipus ràpides (figura 1), que depenen principalment de la 
velocitat de mescla. El mètode consisteix en tres passos: 
a. Construir  una  malla  orientada  segons  tubs  de  corrents  i  resoldre  l’advecció  de 
manera  que  la  concentració  d’una  cela  en  un  tub  i  en  un  pas  de  temps  sigui  la 
mateixa que  la  cela  anterior  en  el mateix  tub  i  en  el pas de  temps  anterior. Així 
doncs es defineix el  recorregut  (i per  tant  la  longitud) d’una  cela a una altre  com 
∆L=v∆t.  D’aquesta manera  s’evita  totalment  la  dispersió  numèrica.  Per  construir 
aquesta malla s’ha de resoldre el flux (apartat 2.3.1), tot seguit dibuixar les línies de 
corrent (apartat 2.3.2), per finalment fer el dibuix de  la malla (2.3.3). El procés per 
resoldre la advecció s’explica a l’apartat 2.3.4.  
b. Resoldre  la dispersió proposant dues possible  solucions:  la primera  és mitjançant 
volums finits (apartat 2.3.4.1) de la mateixa manera que es proposa en l’article Olaf 
A. Cirpka,... [11]. La segona està descrita en l’apartat 2.3.4.2 i consisteix en utilitzar 
les fraccions de volum d’aigua (anomenades lambdes en la resta del treball) que es 
barregen  entre  les  celes,  d’aquesta  manera  serà  més  còmode  resoldre  la  part 
reactiva que les concentracions es definiran per la barreja d’aigües.  
c.      Un cop modelitzat correctament el transport es pot  introduir  la part reactiva. 
Recordem  que  en  aquest  treball  no  resoldrem  ni  verificarem  cap  cas  reactiu, 
únicament en plantejarem les possibles mètodes.  
La part  reactiva  es pot  resoldre  com  s’explica  en  l’apartat  2.2.3.Transport  reactiu 
quan utilitzem  el mètode de Volums  finits  per  resoldre  la dispersió.  En  el  cas de 
resoldre  la dispersió a partir de  lambdes enviarem els percentatges de mescla per 
dispersió entre celes per calcular l’equilibri de cada cela en cada pas de temps.  
 
2.3.1. Resoldre Flux, velocitat de l’aigua 
El flux es resoldrà de la mateixa manera que ho fa TRACONF [15], és a dir amb elements finits 
(apartat 2.2.1.2).  De fet el codi utilitzat en aquest treball pel model de solucions és reciclat de 
la part de TRACONF que resol el flux donant nivells a cada nus i un vector bidimensional de flux 
per cada element. El problema és que volem un camp de velocitats continu per poder definir 
bé les línies de corrent i la solució en elements finits no ho garanteix. Així doncs podem trobar 
situacions com la representada a la figura 2.17. 
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Figura 2.17: Problema de camp de velocitats no continua 
 
Es necessita per tant, un post‐processat per assegurar un camp de velocitat continu. La teoria 
d’aquest post‐ processat està descrit al article de Cordes, C., Kinzelback, W. [5]  i basats en el 
mètode de Pollock. El codi d’aquest post‐processat que es va reciclar pel nostre programa està 
programat  per Maarten Willen  Saaltink.  Aquí  farem  una  breu  explicació  de  com  funciona 
aquest post‐processat. 
Per obtenir un camp de velocitat continues s’ha de tractar o subdividir  la malla en “parches” 
(traducció  del  article).  Cada malla  tindrà  tants  “parches”  com  nusos  i  el  conformaran  una 
quarta part de cada element al que pertany el nus, així doncs els elements quedaran dividits en 
quatre subelements (en cas de ser triangles): tres que pertanyen al “parche” del seu nus  i un 
subelement central. A continuació una simple  il∙lustració per entendre com es subdivideixen 
els elements i com s’agrupen els “parches”. 
 
Figura 2.18: Explicació de com es defineixen els “parches” i els subelements [5] 
Els subelements centrals mantindran les velocitats dels elements originals, aquests primers es 
faran servir per definir les velocitats al contorn dels “parches” complint dues condicions: 
1. div  (mv) = 0, que obliga a que  les components normal a  la cara de  la nova velocitat 
definida  dins  del  subelement  ha  ser  igual  a  la  component  normal  a  la  cara  de  la 
velocitat del  sub‐element  central. Així doncs és una  condició de  continuïtat entre el 
“parche” i els seus elements adjacents. 
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Figura 2.19: Primera condició del mètode proposat per Cordes [5] 
 
2. ( ) 0vKrot 1 =−  o el que és el mateix  0dxh
x
=⋅∇∫ . On x recorre el  límit del “parche”. 
Aquesta condició implica la suma de gradients totals de tot el “parche” ha de ser igual 
a cero i per tant és una condició de continuïtat dins del “parche”.  
      (2.79)
 
Figura 2.20: Segona condició del mètode proposat per Cordes [5] 
Unint  aquestes  dues  condicions,  obtenim  un  camp  de  velocitats  continues,  com  podem 
observar a la figura 2.21: 
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Figura 2.21: Resultats gràfics en el camp de velocitats utilitzant  
la primera (a) i la segona (b) condició del mètode proposat per Cordes [5] 
Aquest post‐processat  s’ha de modificar per  tal d’incloure pous al model,  ja que en el  codi 
utilitzat no ho permet. Però això no és un problema en el problema que és vol resoldre, ja que 
en el article present no es pretén modelitzar pous.  
 
 
 
 
2.3.2. Càlcul línies de corrent (Streamlines) 
Un cop obtinguda una malla amb un camp de velocitats continua, es vol obtenir  les  línies de 
corrent (o streamline) que definiran els tubs de corrent. Tal i com s’explica en l’article de Olaf 
A. Cirpka, Emil O. Frind, Helmig, R. [9], en el domini es pot definir una funció ψ, tal que el valor 
al llarg de cada streamline sigui constant. Aquesta funció es defineix com: 
 
          (2.80)
 
És a dir, que  les streamlines són  tangent al camp de velocitats al que estan sotmesos. En el 
aquest articles, es pot suposar que la solució del flux és estacionària, i per tant, les streamlines 
són  iguals que  les trajectòries, que són el camí real definit per  les partícules,  ja que no hi ha 
canvi del camp de velocitats al llarg del temps.  
Aleshores  el  que  es  farà  serà  definir  la  trajectòria  d’unes  suposades  partícules  des  de  que 
entren  fins  que  surten  del  domini.  La manera  de  fer‐ho  serà  guardant  els  temps,  nivells  i 
posicions d’entrada  i de  sortida de  cada partícula, a  cada  sub‐element de veco que  travessi 
seguint  les  direccions  del  camp  de  velocitats.  Aquestes  streamlines  definiran  els  tubs  de 
corrent, que per tant seran més estrets si el flux és més ràpid  i més gruixut si el flux és més 
lent.  
Pel mètode plantejat necessitarem n*2+1 nombre de streamlines, sent n el nombre de tubs de 
corrent que volem representar. 
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2.3.3. Dibuix de malla orientada a Streamlines 
Una malla  orientada  segons  línies  de  corrent  no  només  té  avantatges  en  l’advecció  (figura 
2.22),  sinó  que  també  les  té  en  la  dispersió  (figura  2.24)  quan  es  compara  amb  una malla 
rectangular arbitrària. En la figura 2.22 s’aprecia que per l’advecció tot transcorre dins del tub 
de  corrent,  per  tant  és  molt  més  senzill  de  tractar  i  calcular,  inclús  reduint  la  dispersió 
numèrica perquè com es pot veure, en el càlcul d’una malla rectangular hi intervenen almenys 
4 malles  per  interpolar,  en  canvi  en  una malla  orientada  segons  les  streamlines  només  hi 
intervé la anterior dins el tub de corrent.  
 
Figura 2.22: Comparació gràfica del terme advectiu en una malla 
 rectangular i una malla orientada segons els tubs de corrent  [11] 
 
El mateix passa en la dispersió, que es redueix en nombre de celes que intervenen en el càlcul. 
Com  es  demostra  a  la  figura  2.23  per  calcular  l’aportació  de  la  cel‐la  central  en  una malla 
rectangular es necessiten  les nou cel‐les dibuixades, en canvi en  la malla de  línies de corrent 
només  calen  la  anterior  i  posterior  al  tub  de  corrent  per  calcular  la  dispersió  longitudinal 
(perquè està orientada en el primer eix principal) i les adjacent orientades perpendicularment 
a la streamline per fer el càlcul de dispersió transversal. Així doncs només cal utilitzar 4 cel‐les 
pel càlcul de aportació per dispersió. 
 
Figura 2.23: Comparació gràfica del terme dispersiu en una malla 
 rectangular i una malla orientada segons els tubs de corrent  [11] 
Com s’ha dit anteriorment necessitarem n*2+1 nombre de streamlines  ja que  les streamlines 
parells seran les que van pel centre del futur tub de corrent i definiran els límits longitudinals 
dels elements de  la malla  segons el  increment de  temps  triat per modelar  el  transport. De 
manera que en cada streamline guardarem els punts el recorregut del qual compleixi ∆x=v∆t, 
des de  l’últim punt guardat,  incloent els últims punts de  la  streamline dins del domini. Això 
permet  obtenir  cel‐les  isocròniques,  és  a  dir  cel‐les  que  s’omplen  amb  l’aigua  de  la  cel‐la 
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anterior en cada pas de temps. Les streamlines senars serviran per definir els costats  laterals 
dels elements. Els costats transversals dels elements (els que uneixen les dues streamlines que 
defineixen el tub de corrent) es faran unint els punts amb igual nivell als nusos definits al que 
la  streamline central a arribat al  final de cada  increment de  temps. S’uneixen els nivells per 
aproximar‐se  a  la  perpendicularitat,  ja  que  per  definició  les  línies  de  corrent  són 
perpendiculars a les línies equipotencials, com ho fan en el mètode descrit en l’article de Olaf 
A. Cirpka, Emil O. Frind, Helmig, R. [11].  
Teòricament amb aquest mètode sense cap post‐procesat,  les cel‐les de cada tub de corrent 
haurien  de  tenir  el mateix  volum  d’aigua,  però  veurem  que  aquesta  no  és  una  suposició 
correcte en alguns casos.  
El procés es pot veure més gràficament a la figura 2.24a: 
 
 
Figura 2.24: Procés d’elaboració de la nostra malla isocrònica   
 
A part de construir la malla guardant les mesures geomètriques dels costats, nusos i elements 
(àrees,  distàncies,  posicions)  i  els  nivells  i  temps  dels  nusos,  és  important  guardar  les 
connectivitats dels  costat  i els elements, així  com  fer  les mitjanes de  les propietats  físiques 
(dispersions, difusió, porositat,... ) dels elements i els costat. També es calcula el flux q de cada 
element i el cabal Q que ha de ser igual per tots els elements del mateix tub de corrent. 
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2.3.4. Resoldre transport 
 
Gràcies a que els límits de les cel‐les, es defineixen a la condició de que en la streamline central  
∆x=v∆t,  la  concentració  degut  al  terme  advectiu  de  cada  cela  es  podrà  suposar  igual  a  la 
concentració adjacent aigües amunt en el temps anterior. 
És  a dir,  en  un  cas  en que  es  suposa  dispersió negligible,  les  aproximacions  de  la  derivada 
material serien les següents: 
( ) 0
φ
cDcv
t
c
Dt
Dc =∇⋅∇=⋅∇+∂
∂=
        (2.81)
 
La qual cosa vol dir que si es seguís  una partícula que no l’afecta la dispersió ni la difusió no es 
veurien  canvis  en  la  seva  concentració  cada  vegada  que  es  canvies  de  cela  degut  a  un 
increment de temps. Això es pot reescriure com: 
( )
0
Δt
cc
Δt
tt,v-xcc
Dt
Dc k1-i
1k
i
1k
i =−=Δ−=
++
 
⇒
 
k
1-i
1k
i cc =+
    (2.80) 
Gràficament es pot visualitzar el procés en la figura 2.25: 
 
 
Figura 2.25: Esquema de com definim explícitament l’advecció en la nostra malla isocrònica 
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2.3.4.1. Dispersió: Volums finits 
Pel que fa a la dispersió, també es tractarà amb el mètode dels volums finits (apartat 2.2.1.3) 
tal  i  com  s’explica  en  l’article  de  Cirpka  [11],  on  el  flux  de  dispersió    a  través  de  cares 
longitudinals i cares transversals respectivament, es defineix com, 
( )( )
qk,
kq
mlqk,
l
qk,
dl
qk, l
cc
φDαqwΔtF
−+⋅=
      (2.81)
 
( ) ( )
mkl ,
km
mte
t
mk,
dt
mk,
cc
φDαqlΔtF
−+⋅=
      (2.82)
 
On  q  és  una  cela  adjacent  longitudinal  a  k  i  m  és  una  cela  adjacent  transversal.  ∆t  és 
l’increment  de  temps,  ф  és  la  porositat,  mD és  el  coeficient  difusiu,  i  qc , kc  i  mc  són  les 
concentracions mitges de les celes (són les incògnites en el cas implícit i defineix la posició en 
la matriu).  qk,q  és el flux entre deus celes adjacents del mateix tub de corrent i  eq  és la mitja 
harmònica entre els  fluxos de dues celes adjacents de dos  tubs de corrent diferents.  tα i  lα  
són  els  coeficients  de  dispersió  transversal    i  longitudinal  respectivament.    Normalment  el 
coeficient  longitudinal ha de ser entre 5  i 10 vegades més gran que el transversal. Finalment 
t
mk,l  i 
l
qk,w  són  les  cares  que  uneixen  les  dues  celes.  Finalment  mkl ,  i  qkl ,  són  les  distàncies 
entre els centres de les celes. 
Així com l’advecció es tracta explícitament, la dispersió es pot calcular ambdues, explícitament 
(calculant directament els fluxos dispersis fent servir  les concentracions al principi del pas de 
temps) o implícitament (fent servir les concentracions al final). Com que les concentracions al 
final  del  pas  de  temps  són  incògnites,  el mètode  implícit  requereix  construir  una matriu  i 
resoldre l’equació de transport resultant com un sistema d’equacions. 
En cas de fer‐ho  implícitament mitjançant un sistema d’equacions no caldria tenir en compte 
cap tipus de condició d’estabilitat tot  i que el cost computacional pot ser elevat. En canvi els 
problemes surten quan es vol poc cost computacional degut a que la malla té molts element i 
s’ha d’utilitzar un mètode explícit. Aleshores s’ha   de  tenir en compte que el nostre sistema 
pot no ser estable en  funció de quin ∆t utilitzem. En el aquest cas s’ha d’utilitzar  la condició 
d’estabilitat  per  integració  temporal  explícita  de  la  equació  d’advecció  dispersió  (altrament 
citada com ADE), que es treu com l’invers del numero de Peclet: 
2
11
2 ≤Δ
Δ=
x
tq
P
T
e φ
α
          (2.83)
 
Tenint en compte que  φ
qv =  i que  tvx Δ=Δ  s’obté: 
2
1≤Δx
Lα
            (2.84)
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Adonem‐nos que si es canvia el nostre   ∆t o ∆x (que ve definit pel ∆t, com ∆x=v∆t) aleshores 
s’ha de calcular de nou tota la malla, fins a trobar la malla on tots els ∆x compleixin la condició. 
 
 
2.3.4.2. Dispersió: Mètode Lambdes 
 Alhora de calcular el transport reactiu en el mètode proposat utilitza els coeficients de mescla 
d’aigües de diferents  celes per  fer  la part  reactiva,  solució de mescla de  totes  les aigües en 
cada  cela.  Això  s’obté  construint  una matriu  de  “lambdes”  que  indiqui  el  percentatge  de 
mescles que definirem de la següent manera:   
a
ai
ai V
V
λ =
            (2.85)
 
∑
=
−=
i
1n
aiaa λ1λ
          (2.86)
 
On  aiλ  és  el  percentatge  de  mescla  entre  l’element  a  que  estem  estudiant  i  l’element  i 
adjacent amb el que s’intercanvien soluts.  aiV és el volum d’aigua  intercanviada en  la mescla 
que es calcula com hem calculat  dlqk,F  i 
dt
mk,F  però sense  incloure  les concentració per obtenir 
unitats  de  volum  d’aigua  (cal  recordar  que  en  unitats  són  quantitat  de  solut  entre  volum 
d’aigua).  aaλ és  el percentatge de  volum d’aigua que  es manté  en  la  cela  a.  aV és  el  volum 
d’aigua total de la cela que es podria calcular com 
φΔxΔxV lta =
         (2.87)
 
On  tΔx i  lΔx  és  la  distancia  de  la  cara  transversal  i  longitudinal  respectivament φ  i  és  la 
porositat. Però en cas d’una malla isocrònica es pot calcular com, 
tΔ= QVa
            (2.88)
 
On Q és el cabal que circula pel  tub de corrent on es  troba  la cela a. ∆t és el  increment de 
temps utilitzat. La condició d’estabilitat per aquest mètode és   0λ aa ≥  
 Hi ha casos però que aquesta suposició no és correcte i s’ha de calcular el volum de la primera 
manera i buscar alguna solució per a què la suposició sigui correcte.   
Aquestes  “lambdes”  permet  calcular  tant  el  transport  conservatiu  com  el  reactiu  (d’una 
manera molt més senzilla que la descrita a l’apartat 2.2.3).  En totes dues caldria de recordar 
de atribuir a lambdes les concentracions de l’element adjacent aigües amunt, la figura 2.26 en 
mostra un esquema gràfic. 
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Figura 2.27: Esquema d’un exemple del mètode de les” lambdes” proposat 
En el transport conservatiu s’observa que és molt senzill de calcular i el resultats donen iguals 
als calculats amb el mètode dels volums finits explícitament. Cal adonar‐se que el mètode de 
les  lambdes no és  res més que  reescriure  l’equació de  transport si es  resol  la dispersió amb 
volums  finits. Per  tant és una manera de  reescriure  la equació de  transport  (2.25) aïllant  les 
concentracions del temps següent. 
Utilitzant aquest mètode en el  transport reactiu es desacobla  totalment  la part de  transport 
amb  la  reactiva. Un  cop conegudes  les  lambdes,  les concentracions  i els minerals d’activitat 
unitària, es poden calcular el reaccions que es donen en la cela en un increment de temps ∆t. 
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3. RESULTATS 
 
Per fer la verificació i comparació dels diferents mètodes presentats (tant els ja existents com 
els proposats), s’avaluaran dues situacions diferents:  
Primer  en  un  cas  on  la  solució  analítica  del  transport  conservatiu  sigui  coneguda  i  senzilla. 
Prenen  el  cas  d’una  injecció  puntual  extreta  dels  apunts  del  tema  dos  de  l’assignatura  de 
Saaltink i Carrera [17].  
Tot  seguit  s’analitzarà  com  es  comporten  els mètodes  en  un  cas  de  fractura  inclinada  a  la 
direcció d’entrada  i sortida del flux (figura 3.1), ja que com el que es planteja en el article de 
Brian  Berkowitz  i  Olga  Singurindy  [14],  és  el  cas més  conflictiu  a  l’hora  de modelitzar  el 
transport reactiu.  
 
Figura 3.1: Esquema del cas més conflictiu de transport 
 reactiu a modelitzar segons Berkowitz [14], 
Les  comprovacions  es  fan  en  transport  conservatiu  tot  i  que  l’objectiu  del mètode  sigui  el 
transport  reactiu.  Això  és  degut  a  que  el  problema  de  transport  i  químic  estan  totalment 
desacoblats (cal recordar que es volen modelitzar casos en que la reacció química depengui de 
la velocitat de barreja) i per tant en aquests casos la precisió del mètode la dona el transport 
conservatiu.   
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3.1. Verificació amb un cas analític 
 
El  cas  analític  que  s’ha  pres  per  comparar‐lo  amb  els  diferents  mètodes  de  transport 
conservatiu  consisteix  en  una  injecció  puntual  dins  d’un  terreny  homogeni  i  amb  un  flux  i 
estacionari i paral∙lel a l’eix de les x. Es vol comparar com es modelitza el puls de concentració, 
en  el mètode  proposat  i  altres mètode  existents.  En  tots  els  casos  el  terreny  fa  28x10  en 
unitats  de  longitud.  Es  suposa  el  sol  isòtop,  així  la  transmissivitat  és  constant  en  totes  les 
direccions  i  s’ha  suposat un valor de 0.2 en unitats de  [longitud/temps]. Com a condició de 
contorn pel flux estacionari es pren un nivell de 10 al contorn d’entrada i de 0 al de sortida, per 
tant  s’ha  suposat  un  diferencial  de  nivell  freàtic  total  de  10  (unitats  de  longitud)  des  del 
contorn  d’entrada  fins  el  de  sortida. Amb  aquestes  dades  ja  és  possible  calcular  el  flux  de 
Darcy en tota la mostra i utilitzar‐ho com a primera verificació per tots els mètodes: 
0.0714
28
100.2
L
ΔhKq =⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡⋅⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡==
long
long
temps
long
      (3.1)
 
 
Fent la verificació, veiem que tots els mètode resolen bé el flux. Agafant una porositat pel sol 
homogeni de 0.3 obtenim la següent velocitat 
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡===
temps
long
0.238
3.0
0714.0qv φ
          (3.2)
 
Amb aquestes  condicions de  flux es  resol un  transport  transitori  suposant una  concentració 
inicial  de  5  en  unitats  de  concentració  [massa/volum  d’aigua]  únicament  al  element  inicial 
d’injecció i 0 en tota la resta. Les condicions de contorn serà una concentració de 0 associada a 
un flux d’entrada. Aleshores es compararan els resultats dels diferents mètodes amb la solució 
analítica definida en [17]  que és la següent: 
       (3.3)
 
On M0 és la massa injectada instantàneament en un temps inicial t0. X’ i y’ són les distancien en 
l’eix x i y  entre la posició d’injecció i la posició de la cela que avaluem. Ф és la porositat. També 
            (3.4)
 
           (3.5)
 
On αL, αT i Df són els coeficients de dispersió longitudinal, transversal i el coeficient de difusió. 
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Aquesta solució analítica suposa una  injecció  instantània de massa  infinita en un en el espai 
infinitesimal. La distribució inicial de solut és el que es coneix per Delta Dirac, que té valor ∞ 
en el punt d’injecció (x0,y0) i 0 en tota la resta del domini. A partir d’aquest temps és quan es 
pot  començar a desenvolupar  la distribució de concentracions amb  la  formula analítica. Així 
doncs  és  fàcil  de  veure  que  amb  mètodes  numèrics  que  es  volen  modelitzar  no  podem 
assegurar una distribució com la delta Dirac, per tant, és necessari calcular l'augment de temps 
de  la  solució  analítica  que  assegura  una  dispersió  igual  a  la  desviació mitja  deguda  a  les 
funcions de distribució en cada element. El càlcul dels temps per aquestes desviacions segons 
la forma de la distribució en les nostres malles s’explica a continuació. Cal recordar que al fer el 
càlcul s’ha de suposar que l’àrea de la figura ha de ser equivalent a 1. 
 
Figura 3.2: Distribucions de concentració segons el mètode escollit: a) elements finit i b) malles orientades segons línies de corrent 
(slope i propi) 
 
La fórmula de la desviació típica  2σ  és la següent; 
( ) ( ) dx  cxfxxσ 2
X
0
2 ⋅−= ∫
          (3.6) 
On X és el domini en el que s’avalua la funció, f(x) és la funció de la distribució i c és el factor 
que fa que l’àrea definida per la funció sigui igual a 1. X0 és l’origen de coordenades. 
En el cas del mètode dels elements finits,  la distribució és tetraèdrica  on la posició de màxim 
valor coincideix amb el nus. Per simplificar el càlcul de  la desviació típica es suposa el nus al 
origen de coordenades, per tant  00 =x . Així doncs existeixen dues funcions, una per cada cara 
del tetraedre, per tant és necessari calcular dues  integrals. El factor c equival a  l’invers del  la 
distància  entre  els  dos  nusos  adjacents  (2∆x)  .  Es  vol  trobar  desviació  típica  en  funció  del 
increment espacial entre els nusos ∆x:
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  (3.7)
 
Pel cas de la malles orientades segons els tubs de corrent, la desviació típica és calcula igual ja 
que  la distribució és  la mateixa,  ja que  les dues  fan  la mitjana del element  (figura 3.2b). Així 
doncs  la funció de distribució és f(x) = 1. Es pot suposar el centre de  la cel‐la com  l’origen de 
coordenades, així es torna a tenir  00 =x . El factor c en aquest cas és 1/∆x. Per tant, 
          (3.8)
 
Cal notar que en els dos casos tenim la mateixa desviació típica. A continuació es vol calcular el 
temps inicial que necessita el cas analític per tenir la mateixa desviació dels models que donen 
el valors per elements o per nusos en el cas que  si només  tinguéssim concentracions en un 
element o nus, el qual és la nostre condició inicial. Sabent que la desviació en el cas analític es 
defineix de la següent manera: 
tσ2σσ TL
2 =
                (3.9)
 
On αL i αT estan definides a les equacions (3.4) i (3.5), respectivament i t és el temps recorregut 
des de la injecció puntual (t0 es considera 0). 
Així  doncs  s’arriba  a  que  el  pas  de  temps  de  la  solució  analítica  perquè  aquesta  pugui  ser 
comparable amb les solucions inicials dels models presentats és el següent: 
TL
2
TL
2
σ24σ
Δx    t            t         σ2σ
12
Δx =⇒=
          (3.10)
 
Com que s’haurien d’ajustar les desviacions mitjanes de les celes tant en la direcció x com en la 
y,  i  aquestes  depenen  dels  coeficients  longitudinals  i  transversals,  s’ha  optat  per  donar  el 
mateix valor als coeficients per evitar errors,  tot  i que és conegut que αL sol ser 5 cops més 
grans que αT. Al donar el mateix valor als coeficients s’obliga a que les celes siguin quadrades 
per així obtenir un igual increment espacial en les dues direccions principals, en el cas plantejat 
en aquest apartat s’ha agafat celes de 0,5x0,5 en unitats d’àrea. 
S’han comparat cinc maneres diferents de resoldre el transport conservatiu que s’han 
anomenat de la següent manera (com s’anomenaran d’aquí en endavant):  
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‐Galerkin: mètode Eulerià dels elements finits 
‐slope explícit: mètode mixt Eulerià‐Lagrangià, basat en el mètode proposat en l’article 
Cirpka [11] i resolt de manera explicita. 
‐slope implícit: mètode mixt Eulerià‐Lagrangià, basat en el mètode proposat en l’article 
Cirpka [11] i resolt de manera implícita.  
‐lambdes: Mètode propi Eulerià‐Lagrangià, basat en el percentatges de transferència 
de volum d’aigua entre les celes explícitament  
‐propi explícit: mètode propi Eulerià‐Lagrangià  que resol la dispersió mitjançant un 
sistema d’equacions diferencials per volums finits explícitament  
‐propi implícit: mètode propi Eulerià‐Lagrangià  que resol la dispersió mitjançant un 
sistema d’equacions diferencials per volums finits explícitament  
S’analitzaran    les solucions de cada una d’elles per diferent coeficients de dispersió. En cada 
mètode  s’han  agafat  tres  coeficients  de  dispersió  α  diferents:  0.5,  0.05  i  0.005.  Segons  la 
condició d’estabilitat de Peclet pels mètodes Eulerians  (αL>∆x/2, equació 2.54), en el aquest 
cas Galèrkin hauria de ser estable i el segon i el tercer cas no ho hauria de ser.  
En cada cas a més, s’han agafat quatre  instants que  fossin  representatius de  la evolució del 
puls:  2.1, 21, 42 i 67.2 en unitats temporals respecte el temps de inici de mètode(cal recordar 
que la solució analítica té un increment de temps més gran).  
Per  comparar  i avaluar els mètodes  s’han  calculat  l’ error  respecta  la  solució analítica de  la 
manera següent: 
i
nusos
1i
numèricanaliticnumèricanalitic AccdAcc ∑∫
=
−=−     (3.6) 
 
La primera comprovació que s’ha fet a sigut que el mètode de  les  lambdes  i el mètode propi 
explícit donin els mateixos  resultats. Així ha sigut,  ja que  les dues provenen de  les mateixes 
suposicions alhora de resoldre el transport. D’aquesta manera només s’ensenyarà els resultats 
del mètode de les lambdes i s’ometran els resultats del mètode propi explícit, tot i que també 
pot ser citat en referència als mateixos resultats. 
Les figures 3.3, 3.4 i 3.5 mostren els resultats del mètode de Galèrkin, es pot concloure que el 
mètode no és bo per modelitzar casos on la advecció domina tant sobre la dispersió (cas amb 
α = 0,05  i 0,005),  ja que el punt de concentració màxima es desplaça més  lentament que  la 
analítica  i a més provoca oscil∙lacions  i dispersió numèrica. Les oscil∙lacions es veuen amb els 
resultats negatius que són  impossibles a  la  realitat. La dispersió numèrica es dedueix del  fet 
que els màxims en  cada  temps  són més petits que  la  solució analítica  i per  tant el mètode 
dispersa el solut. De fet, com veurem, en aquest casos el mètode de Galerkin és el que dona 
els errors més grans en comparació amb els errors dels altres mètodes. En el cas on α = 0,5,  
(figura 3.3) cal notar que el mètode és estable (tot i que continuï desplaçant més lentament el 
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puls) i la dispersió numèrica és poc visible, perquè la dispersió de la solució analítica també és 
bastant gran. En aquest cas es compleix estrictament el criteri de Peclet, en els altres no. Com 
veurem  els  errors  que  dona  el mètode  de  Galerkin  per  aquests  casos  respecte  la  solució 
analítica són bastant bons.  
 
 
 
 
 
Figura 3.3: Evolució del puls al llarg del temps i el domini tant per la solució analítica com per la solució del mètode de Galerkin, 
amb un coeficient de dispersió de 0.5. Les concentracions estan en unitats de massa/volum. 
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Figura 3.4: Evolució del puls al llarg del temps i el domini tant per la solució analítica com per la solució del mètode de Galerkin, 
amb un coeficient de dispersió de 0.05. Veiem que el mètode és inestable. Les concentracions estan en unitats de massa/volum. 
 
 
Figura 3.5: Evolució del puls al llarg del temps i el domini tant per la solució analítica com per la solució del mètode de Galerkin, 
amb un coeficient de dispersió de 0.005. Veiem que el mètode és inestable. Les concentracions estan en unitats de massa/volum. 
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Observant els resultats dels mètodes Eulerians‐Lagrangians (3.6  i següents), es pot veure que 
per coeficients de dispersió de 0.5 els mètodes explícits no són estables ja que no compleixen 
la condició d’estabilitat per  integració  temporal explícita de  la equació d’advecció  i dispersió 
(ADE)  αL<∆x/2,  on  ∆x  és  0.5.  Així  doncs  s’han  d’utilitzar  els mètodes  implícits  per  resoldre 
aquests tipus de casos. Com es veu a  la figura 3.14, el mètode slope  implícit és clarament el 
mètode  amb més  errors  al  llarg  de  tota  la  solució.  En  canvi  el mètode  propi  implícit  dona 
errors de valors molt semblants al del mètode Galerkin que en  teoria és el millor en aquest 
tipus de casos. Segurament els errors del mètodes mixtes són semblants al del mètode Eulerià 
perquè la solució es modela en un medi homogeni i isòtrop. 
En  canvi,  pels  casos  amb  poca  dispersivitat  els mètodes  Eulerians‐Lagrangians  són  els  que 
cometen menys errors  i per tant es pot dir que són  les solucions més adequades per aquests 
tipus de  casos. A  la pràctica  és  important modelitzar bé  aquest  casos on  la dispersivitat  és 
menor, especialment quan en aquest transport s’hi  involucren reaccions químiques,  ja que el 
dispersivitat  és  el  que  limita  que  es  produeixin  les  reaccions  degut  a  la  barreja  dels 
components que reaccionen. 
Qualitativament, si s’observen les gràfiques i es comparen les solucions analítiques, els mètode 
slope  implícit,  i el mètode proposat explícit, es veu clarament que el nostre mètode s’adapta 
molt més a la forma de la solució analítica, que no el mètode slope. El nostre mètode dona una 
solució circular, igual com ho fa la analítica i en canvi el mètode slope el∙líptica. (figura 3.6).   
  51
Figura 3.6: Imatge en planta de les solucions del mètode slope (superior), propi (mig) i analític (inferior) quan es deixa corre un cert 
temps amb un coeficient de dispersió de 0,05. Les concentracions estan en unitats de massa/volum. 
 
 
El mètode slope doncs crea una dispersió numèrica en la direcció del flux, això es deu a la mala 
aproximació del gradient de concentracions Dc/Dt ja que si es fa amb pendents, la solució no 
és exacte, com es pot veure a  la figura 2.16. Les conseqüències d’aquesta dispersió numèrica 
es poden veure en  les figures 3.8, 3.9, 3.10 on el mètode suavitza el puls en comparació a  la 
solució  analítica.  Això  també  provoca  que  hi  hagi  una  reducció  dispersió  en  la  direcció 
transversal al flux, ja que els errors en aquesta direcció són negatius la solució analítica és més 
gran que la solució del model (figura 3.7). 
 
 
  52
 
 
 
 
Figura 3.7: Errors comesos pel mètode slope quan es deixa corre un cert temps amb un coeficient de dispersió de 0,05. Les 
concentracions estan en unitats de massa/volum. 
 
 
El mètode  slope  implícit modela millor  els  casos  amb  dispersivitats  altes,  ja  que  com  s’ha 
comentat anteriorment els mètodes explícits no són estables a aquestes condicions. En canvi 
la  solució  explícita  dona menys  errors  amb  dispersions  baixes  (figura  3.16).  Per  casos  amb 
dispersions mitjanes  tant el model  implícit com  l’explícit  són bastant  semblants,  tot  i que el 
mètode explícit dona millor errors en els temps  inicials (figura 3.15). De fet en aquests casos 
els mètode slope  implícit és el que menys errors dona en  temps  inicials en comparació amb 
tots  els  altres mètodes, malgrat  després  d’un  cert  temps  els mètodes  propis  donen menys 
errors.  Tot  i  això  en  tota  la  resta de  casos,  els  errors  són més  grans que  els que  comet  el 
mètode propi. 
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Figura 3.8: Evolució del puls al llarg del temps i el domini tant per la solució analítica com per la solució del mètode de slope 
implícit, amb un coeficient de dispersió de 0.5. Les concentracions estan en unitats de massa/volum. 
 
Figura 3.9: Evolució del puls al llarg del temps i el domini tant per la solució analítica com per la solució del mètode de slope 
implícit, amb un coeficient de dispersió de 0.05. Les concentracions estan en unitats de massa/volum. 
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Figura 3.10: Evolució del puls al llarg del temps i el domini tant per la solució analítica com per la solució del mètode de slope 
implícit, amb un coeficient de dispersió de 0.005. Les concentracions estan en unitats de massa/volum. 
 
 
Com ja passava amb el slope, els mètodes proposats resolts explícitament també donen millors 
resultats en condicions de dispersió baixes  i mitges. La solució explicita, pel seu costat, dona 
una bona aproximació en casos de dispersions altes. De fet, per dispersions altes dona errors 
molt semblants als del mètode Galèrkin i millors que el slope (figura 3.14). 
A diferència del  slope, el mètode proposat  subestima  la dispersió en  la direcció del  flux en 
quasi tots els casos (figures 3.11, 3.12, 3.13). Això és degut al fet que es defineix la mitjana de 
concentracions al centre de  la cel‐la  la qual cosa provoca que el gradient de concentracions 
que  se’n  dedueix  sigui més  petit  que  el  gradient  definit  per  la  solució  analítica  i  per  tant 
obtenim  menys  transferència  de  massa.  En  especial  això  es  pot  veure  en  la  figura  amb 
coeficient de dispersió alt  (fig. 3.11), on en el primer pas de temps  la diferència de dispersió 
entre el model i el cas analític és tant gran que la concentració màxima del model és varis cops 
més  gran  que  la  del  cas  analític.  Aquest  inconvenient  és  insalvable  quan  modelem  amb 
mètodes numèrics i només podem reduir‐lo refinant la malla.  
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Figura 3.11: Evolució del puls al llarg del temps i el domini tant per la solució analítica com per la solució del mètode de propi 
implícit, amb un coeficient de dispersió de 0.5. Les concentracions estan en unitats de massa/volum. 
 
 
Figura 3.12: Evolució del puls al llarg del temps i el domini tant per la solució analítica com per la solució del mètode de propi 
explícit, amb un coeficient de dispersió de 0.05. Les concentracions estan en unitats de massa/volum. 
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Figura 3.13: Evolució del puls al llarg del temps i el domini tant per la solució analítica com per la solució del mètode de propi 
explícit, amb un coeficient de dispersió de 0.005. Les concentracions estan en unitats de massa/volum. 
 
 
En  definitiva  comparant  els mètodes  es  pot  concloure  que  el  que  s’ha  proposat  en  aquest 
treball  aporta  una millora  als mètodes  de  slope  i Galèrkin,  ja  que  en  pràcticament  tots  els 
casos aporta un error inferior als altres. 
 
 
Figura 3.14: Evolució del error dels diferents mètodes al llarg del temps per un coeficients de dispersió de 0,5. Observem que els 
errors dels mètodes explícits no apareixen a la gràfica deguda que tenen valors del ordre de 104 o  105 
  57
 
 
Figura 3.15: Evolució del error dels diferents mètodes al llarg del temps per un coeficients de dispersió de 0,05.
 
Figura 3.16: Evolució del error dels diferents mètodes al llarg del temps per un coeficients de dispersió de 0,005. 
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3.2. Comparació d’un cas amb terreny fracturat 
 
En aquest apartat es vol comparar els tres mètodes en un cas d’entrada de soluts en un domini 
amb una fractura inclinada, tal com es representa a la figura 3.1. A efectes pràctics consisteix 
en introduir un segon material que representi la fractura orientada en una direcció diferent a 
la dels contorns d’entrada i sortida i que sigui molt més impermeable que el primer. En aquest 
cas s’ha pres una permeabilitat de 0,2 (en unitats de longitud/temps) per la zona del material, i 
una permeabilitat de 10 per  la zona de  fractura. Per  la resta de propietats els valors són els 
mateixos que en el apartat 3.1. 
En aquest exemple es compararà la forma de la malla que donen els mètodes i analitzarà si el 
transport al llarg del domini es modela correctament. Com que les dimensions del domini són 
les  mateixes  que  en  el  cas  anterior,  utilitzarà  les  mateixos  coeficients  de  dispersions 
longitudinals  que  en  el  cas  anterior  (gran  0.5, mitjà  0.05  i  petit  0.005),  però  el  coeficient 
transversal s’ajustarà a 5 cops menys que el longitudinal (0.1, 0.01, 0.001) com així sol donar‐
se  a  la  realitat  (apartat 2.1.2). Així  verificarem  les  conclusions d’estabilitat de  cada mètode 
extretes del apartat anterior (3.1). Pel que fa els increments de temps s’han pres de 0.375 en el 
cas de Galerkin  i slope,  i en 1,5 en el propi. En el contorn d’entrada s’introdueix un front de 
concentració de 5 (massa/volum) associat al flux d’entrada.  
Observant  els  resultats  de  Galerkin,  es  verifiquen  les  conclusions  extretes  en  el  apartat 
anterior,  i és que és un mètode que només funciona amb números de Peclet petits (equació 
2.54). Així doncs com es veu en la figura 3.17, el mètode modela molt bé aquests casos quan 
tenim domini de la dispersió. En la solució de la figura s’observa que el solut viatge molt més 
ràpidament quan  circula per  la  fractura. Per  tant es veu que  les primeres  concentracions al 
sortir del domini ho fan per la part central i inferior del contorn de sortida perquè és per on les 
partícules han viatjat durant més espai per la fractura. Per conra a la part superior arriba més 
tard. Així doncs es fàcil veure que hi ha dues grans zones on  la concentració arriba molt més 
tard que  la  resta, abans de  la  fractura a  la part més distal del material  respecte el  contorn 
d’entrada i a la part superior del domini un cop superada la fractura (figura 3.17). Tot i això, al 
tractar‐se d’un cas d’alta dispersió, aquestes zones s’omplen amb concentracions més petites 
degut al fenomen dispersiu. 
Com era d’esperar, Galerkin provoca oscil∙lacions i dispersió numèrica per dispersivitats baixes 
(figura 3.18). Això  es pot  comprovar observant  les dues  solucions del mètode  en  el pas de 
temps 136 en les figures 3.17 (alta dispersivitat) i 3.18 (baixa dispersivitat), on els valors de la 
solució inestable són impossibles pel nostre cas a la realitat. 
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Figura 3.17: Evolució de les concentracions en un cas on es modela el mètode Galerkin per coeficients de dispersió de 0,5. 
 
 
 
Figura 3.18: Verificació que el mètode Galerkin és inestable quan es modelen casos de baixes dispersivitats com ara  per coeficients 
de dispersió de 0,005. 
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Així doncs quan el problema té un domini de advecció és millor un mètode on es resolgui el 
transport amb una malla definida per tubs de corrent, és a dir orientada segons  les  línies de 
corrent,  i aleshores  la advecció queda molt ben definida. El problema de aquestes malles es 
dona quan s’ha de modelitzar dispersions una mica elevades.  
A la figura 3.19 es pot veure un exemple d’un cas amb dispersivitat alta resol amb el mètode 
slope implícit (cal recordar que els mètodes explícits són inestables en aquests casos). Els límits 
de cada element de  la malla es defineixen amb  les  línies equipotencials, així els  llocs on els 
gradients de nivells siguin més grans hi hauran més elements  i més estrets  longitudinalment 
que els  indrets on el gradient  sigui més  suau. S’observa que els gradients  suaus  (més espai 
entre  isolínies)  es  donen  just  dins  la  fractura  (tot  i  que  hi  ha  elements  molt  estrets 
transversalment), però això implica que els elements més grans i per tant les zones més difícils 
de modelar,  són els elements que estan  fora de  la  fractura però que es veuen afectats per 
gradient  de  la mateixa. Això  és un  problema  ja  que  aquests  elements no modelaran d’una 
manera prou precisa quan es donin fenòmens de dispersió, com es pot veure a la part inferior 
de la figura 3.19. Els gradients són suaus a la fractura però l’aigua viatge més ràpidament (és a 
dir  on  hi  ha  més  flux  q),  en  contra  del  que  es  pot  deduir  de  la  equació  (2.1)  Això  és 
conseqüència de que la fractura és molt més permeable que el terreny i també afecta a el flux. 
 
 
 
Figura 3.19: Evolució de les concentracions en un cas on es modela el mètode slope implícit per coeficients de dispersió de 0,5. 
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Slope explícit és inestable a totes les dispersivitats que s’han proposat i no només per la més 
alta, segurament perquè les distàncies no són prou grans ja que es defineixen per gradient de 
nivells  i hi ha  llocs on els gradients són molt grans, per tant s’hauria de definir  la malla amb 
menys  línies  equipotencials  per  augmentar  la  longitud  dels  elements  i  complir  la  condició 
d’estabilitat. A la figura 3.20 es pot veure l’últim pas de temps fins que el model slope explícit 
ha sigut capaç de resoldre en l’exemple amb coeficient de dispersivitat igual a 0,005. S’observa 
que només hem arribat  fins al pas de  temps 4  i que de  seguida  les oscil∙lacions  són massa 
grosses (l’ordre dels valors és entre 9204.8 a ‐6354.02), però només afecten a unes poques cel‐
les molt petites. Com s’ha comentat, és precisament el fet que siguin tant petites el que fa que 
provoquin inestabilitats. 
 
 
Figura 3.20: Verificació que el mètode slope explícit és inestable quan es modelen casos de baixes dispersivitats com ara  per 
coeficients de dispersió de 0,005. Els límits dels elements no han sigut definits per diferenciar on és que es donen les inestabilitats. 
 
 
Així doncs els mètodes Eulerians‐lagrangians basats en malles orientades segons  les  línies de 
corrent  son  apropiats  per  definir  bé  la  advecció.  De  tota manera  s’ha  vist  en  l’apartat  de 
verificació  anterior  (apartat  3.1),  que  el  mètode  slope  provoca  una  dispersió  numèrica 
addicional en el  sentit  longitudinal, que provoca un error en  la definició del  front del  solut, 
especialment quan aquest és abrupte (com són el cas els dos exemple que s’estan estudiant). 
Com es demostra en  la  figura 3.21, el  front definit pel mètode  slope arriba abans del que  li 
tocaria. En aquesta  figura observem una primera gràfica que descriu el  temps d’arribada als 
punts  del  domini  per  advecció  del  flux.  Aquests  valors  són  totalment  independents  dels 
mètodes perquè es calculen gràcies a  l’equació de  flux. Veiem que el  temps d’arribada més 
petit és de 35 (unitats de temps). Observant al centre de  la figura 3.21 trobem  la solució del 
mètode slope del primer temps en el que el front arriba al contorn i per tant es produeix una 
sortida de solut. Aquesta solució es dona al pas de temps 86. Com que el increment de temps 
que hem agafat és de 0.375, tenim que ens trobem al temps 32 (unitats de temps), abans dels 
35  que  és  el  temps  d’arribada mínim  al  contorn  de  sortida,  com  es  pot  veure  en  la  part 
superior  de  la  figura  3.21. Aquest  error  en  el mètode  slope  es  produeix  suposant  nul∙la  la 
dispersió  ja  que  és  degut  a  la mala  aproximació  del  gradient  de  concentracions Dc/Dt.  Per 
  62
contra en el nostre mètode el  front arriba exactament al  temps 35 quan es suposa nul∙la  la 
dispersió. De totes maneres veiem que en tots dos mètodes el front arriba per primera vegada 
al contorn de sortida pel centre de la frontera i no per la part inferior com es representava en 
la solució de Galerkin de la figura 3.17.  
 
 
Aquesta diferència també podria ser deguda a   un error en el càlcul i la definició del flux. Per 
comprovar  que  qualsevol  dels mètodes  que  utilitzen malles  orientades  segons  les  línies  de 
corrent siguin correctes, s’ha de complir una condició bàsica per  la qual el cabal ha de ser el 
mateix  al  llarg  de  tot  el  tub  de  corrent.  Aquest  cabal  es  defineix  després  de  haver  resolt 
l’equació de flux, per tant és  independent del procés de resolució del transport. Els mètodes 
propi i slope compleixen aquesta condició, com es pot comprovar en la figura 3.22. Així doncs 
es verifica que el motiu que provoca la diferència en l’arribada dels fronts és degut al mètode 
de resolució i no per un possible error en la definició de transferència de massa entre les cel‐
les. 
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Figura 3.21: Comparació dels temps d’arribada del mètode slope i propi. La imatge superior correspon a els temps d’arribada de 
cada posició únicament per flux, és a dir per advecció. Les dues representacions inferiors corresponen a la solució d’un mètode 
slope i un mètode propis a temps 32 sense coeficients de dispersivitats..  
 
 
 
En  la  figura  3.21  es  poden  comparar  les malles  construïdes  pels  dos mètodes. Una  de  les 
principals diferències és la variació de l’amplada longitudinal de les cel‐les. En el mètode slope 
es feien més grans a mesura que es movien del contorn d’entrada cap a  la fractura degut als 
gradient de nivells. Per contra el mètode propi defineix la cel‐la temporalment, és a dir que es 
fa més estreta a mesura que es  fa més ample el  tub, que és quan el  flux és més  lent. Això 
s’explica entenent que el mètode busca que tot el volum d’aigua ha de ser transferit d’una cel‐
la a una altre durant un increment de temps. Això implica que l’àrea de les cel‐les ha de ser la 
mateixa en tot el tub de corrent. Aquesta condició es compleix a tota la malla, a excepció dels 
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elements que es troben en contacte entre els dos materials definits amb permeabilitats molt 
diferents. El error en aquests elements es produeix degut a que els  límits dels elements dels 
tubs de corrent es defineixen amb els nivells d’una línia de corrent que va pel centre del tub. 
Per  tant  el  mètode  defineix  que  el  tub  canvia  de  material  (i  per  tant  de  velocitat  si  la 
permeabilitat  també  canvia molt)  quan  la  línia  de  corrent  central  ho  fa,  però  les  línies  de 
corrent  que  defineixen  les  cares  transversals  canvien  de material  en  diferents  nivells  de  la 
central  ja que  la  fractura està  inclinada. Així doncs el mètode produeix menys error quantes 
més  línies de corrent es defineixin  i menys distància hi hagi entre elles,  ja que  la diferència 
entre els nivells que defineixen els canvis de materials de les línies de corrent centrals i laterals 
serà menor. Aquest error afecta a  la definició de  les propietats dels materials,  ja que  s’han 
definit fent la mitja del materials que travessaven les línies de corrent que defineixen les cares. 
Com és veu en la figura 3.25, la permeabilitats dels elements que es troben entre la fractura i 
el material és molt variable.  
Com  que  el mètode  defineix  un  element  en  dues  dimensions  a  partir  d’un  element  d’una 
dimensió,  a  simple  vista  és  fàcil  pensar  que  l’error  de  suposició  que  es  comet  només  és 
salvable  quan  els  tubs  de  corrent  siguin  infinitesimals,  impossibles  de  representar 
numèricament. Malgrat això hi ha varies solucions o millores numèriques de possible aplicació 
sobre els elements on es produeixen aquests  casos, com ara  crear  subelements o  tractar  la 
solució del transport en aquests elements com la suma de diverses solucions amb increments 
de  temps més petits.  En  aquest  treball, no ha  sigut possible  aplicar  aquestes  correccions o 
millores  del mètode  en  les  solucions. Així  doncs  aquestes  són  tasques  per  futurs  treballs  i 
estudis. 
Tot  i  això  aquesta  és  una  de  les  grans  qüestions  a  ajustar  en  el mètode  proposat  ja  que 
d’aquesta manera el mètode  també  serà molt més eficient a  l’hora de  resoldre el  transport 
reactiu, especialment quan es resol amb el mètode de les lambdes. 
 
 
 
Figura 3.22: Cabals en cada element. Observem que el cabal es conserva al llarg del tub, com ha de succeir per la definició de tub 
de corrent 
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Per  comprovar  les  conclusions  extretes  del  apartat  3.1,  es  comprova  si  la  solució  explicita 
(lambdes o explícit propi) és  inestable en casos amb dispersió alta. S’observa en els resultats 
de la figura 3.23 que ja en el 6è pas de temps tenim grans oscil∙lacions al llarg de tot el domini, 
incloses zones on és impossible que hagi arribat el front.  
 
 
  
Figura 3.23: Solució del mètode propi explícit en altes dispersivitats (0.5). S’observa que el mètode és inestable. 
 
Pel que fa la dispersió, en el mètode propi es calcula la massa d’aigua transferida d’element a 
element utilitzant les equacions 2.81 i 2.82, així que geomètricament s’utilitza la longitud de la 
cara que posa en  contacte els elements  i  la distància entre els  centres dels elements;  totes 
dues dades definides en la malla. Tot i això la dispersió no queda massa ben definida degut a 
que  la malla es construeix pensant en  l’advecció  i alguns elements  són massa grossos. Tot  i 
això, en la figura 3.24 es pot veure la solució del mètode explícit per una dispersivitat mitjana i 
s’observa que a la part superior i inferior del contorn hi ha unes cues de sortida de solut tot i 
que el front encara no hi ha arribat per advecció. Això demostra que hi ha hagut una dispersió 
amb els tubs de corrent adjacents  suficient com per crear aquestes cues de concentracions de 
valors aproximats de 1,5. Cal recordar que segons  l’apartat 3.1 el mètode propi subestima  la 
dispersió, així doncs es pot concloure que  la dispersió modelada en el mètode propi és prou 
bona 
 
 
Figura 3.24: Solució del mètode propi implícit en dispersivitats mitges (0.05). El increment de temps s’ha augmentat fins a 4,47. 
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Figura 3.25: Permeabilitats calculades en el nostre mètode per poder dibuixar la malla i resoldre el transport. 
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4. CONCLUSIONS 
 
En  aquest  treball  s’ha  proposat  un  mètode  mixt  Eulerià‐Lagrangià  per  la  modelització  de 
transport reactiu amb la mínima dispersió numèrica, i així aconseguir un mètode eficient quan 
les  reaccions depenguin de  la velocitat de barreja d’aigües. La malla que es construeix en el 
mètode proposat s’orienta segons les línies de corrent, així modelitza bé casos on els materials 
estan fracturats. Comparant‐lo amb mètodes existents, veiem que el mètode respon millor en 
casos  de  domini  d’advecció    sobre  dispersió  i  en  casos  en  que  el  fluid  travessa materials 
fracturats,  ja  que  el moviment  dels  soluts  degut  al  flux  queda molt  ben  definit.  El mètode 
plantejat té certs inconvenients com la suposició de volum constant en les zones amb un canvi 
de  permeabilitat molt    gran  o  en  casos  on  la  dispersió  és  dominant.  La  comprovació  del 
transport reactiu i les variacions de propietats físiques no han sigut possibles en la duració de 
la realització d’aquest treball i són futures vies d’estudis per treballs posteriors. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  68
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  69
5. BIBLIOGRAFIA 
 
1. Saaltink,  M.W.,  Carrera,  J.,  Ayora,  C.  On the behavior of approach to simulate reactive 
transport J. Contam. Hydrol. 48 (2001) 213‐235 
2. Saaltink, M.W., Carrera, J., Ayora, C. A comparison of two approaches for reactive transport 
modeling J. of Geochemical exploration 69‐70 (200) 97‐101 
3. Saaltink, M.W., Carrera, J., Ayora, C. A Mathematical formulation for reactive transport that 
eliminates mineral concentrations Water resources research, vol‐ 34 n° 7, pag. 1649‐1656, 
July 1998 
4. Batlle,  F.,Carrera,  J.,  Ayora,  C.  A comparison of Lagrangian and Eulerian formulation for 
reactive transport modeling.  XIV  international  conf.  on  computational methods  in water 
resources: Delft, the Netherlands 23‐28 June 
5. Cordes, C., Kinzelback, W. Continuous Groundwater velocity fields and Path lines in linear, 
bilinear and trilinear finite elements J. Contam. Hydrol. 48 (2001) 213‐235 
6. File Format for VTK version 4.2 The VTK User’s Guide www.kiteware.com 
7. Minimaual de Microsoft fortran Power Station (MRPS) 
8. ETSII-UPM aprenda Fortran como si estuviera en Primero 
9. Olaf A. Cirpka,  Emil O.  Frind, Helmig, R. Streamline-oriented grid generation for transport 
modelling in two-dimensional domains including wells.   Advances  in Water Resources Vol. 
22 n° 7 pp 697‐710, 1999 
10. Eguono‐Oghene  Obi, Martin  J.  Blunt  Streamline-based simulation of advective-dispersive 
solute transport Adv. in Water Resources 27 (2004) 913‐924 
11. Olaf  A.  Cirpka,  Emil  O.  Frind,  Helmig,  R.  Numerical methods for reactive transport on 
rectangular and streamline-oriented grids.   Advances  in Water Resources Vol. 22 n° 7 pp 
711‐728, 1999 
12. De Simoni, M., Carrera, J., Sanchez‐Vila, X., Guadagnini, A.,. A procedure for the solution of 
multicomponent reactive transport problems Water  resources  research,  vol‐  41 W11410, 
doi:10.1029/2005WR004056,2005 
13. Reazaei, M., Sanz, E., Raeisi, E., Ayora, C., Vazquez‐Suñe, E., Carrera, J., Reactive transport 
modelling of calcite dissolution in the fresh-salt water mixing zone Journal of Hydrology 311 
(2005) 282‐298 
14. Singurindy, O., Berkowitz, B. The role of fractures on coupled dissolution and precipitation 
patterns in carbonate rocks Advances in Water Resources 28 (2005) 507‐521 
15. Carrera, J., Galarza, G., Medina, A., TRACONF, Programa d’E.F. para la solución de las eq. 
De Flujo i transporte en aquiferos conf., Manual de usuario.  E.T.S.I  Caminos,  Canales  y 
Puertos UPC, abril 1989 
16. Fernández, D., Saaltink, M.W., Modelització de  flux  i  transport en medi poros, apunts de 
assignatura (codi 18719,34225), Departament Eng. Del terreny, cartografia i geofisica de la 
Universitat Politècnica de Catalunya 
17. Saaltink,  M.W.,  Carrera,  J.,  Enginyeria  geoambiental,  apunts  assignatura  enginyeria 
geològica, ETSECCPB Universitat Politècnica de Barcelon 
18. Batlle,  F.,  J.  Carrera  Y    C.  Ayora,  2002.    A  comparison  of  lagrangian  and  eulerian 
formulations  for  reactive  transport  modelling.  XIV  International  Conference  on 
computational methods in water resources. Delft, The Netherlands. 23‐28 June. 
 
